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内 容 简 介 


本 书 较 系 统 地 讲述 了 复 变 函 数论 的 基本 理论 和 方法 . 全 书 共 分 6 章 , 内 容 包括 : 微 积分 ， 
Cauchy 积分 定理 与 Cauchy 积分 公式 , Weierstrass 级 数理 论 , Riemann 映射 定理 ,微分 几何 与 
Picard 定理 ,多 复 变 数 函 数 浅 引 等 .每 章 配 有 适量 习题 , 供 读者 选用 .本 书 试图 用 近代 数学 的 观 
点 和 方法 处 理 复 变 函 数 内 容 , 并 强调 数学 的 统一 性 .例如 ,用 微分 几何 的 初步 知识 ,对 Picard K, 
小 定理 给 出 简洁 的 证 明 ; 强 调 变 换 群 的 概念 ,利用 Pompeiu 公式 给 出 一 维 3- 问题 的 解 ,并 用 此 来 
证 明 Mittag-Leffler 定理 与 插值 定理 等 ,利用 简单 区 域 上 的 全 纯 自 同 构 群 证 明 Poincaré 定理 ;对 
多 复 变 数 函 数 做 了 简明 的 介绍 . 


本 书 内 容 精 练 ,深入 浅 出 ,逻辑 严 间 ,注意 复 分 析 内 容 与 近代 数学 的 衔接 ,使 传统 内 容 以 新 
的 面貌 出 现 . 


本 书 可 作为 大 学 数学 系 、 应 用 数学 系 本 科 生 复 变 函 数 基础 课 教材 ,以 及 相关 专业 系 科研 究 
生 、 教 师 的 教学 参考 书 , 也 可 供 从 事 复 分 析 、 实 分 析 研 究 及 相关 专业 的 科技 工作 者 阅读 . 
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2008 年 是 中 国 科 学 技术 大 学 建 校 五 十 周年 。 为 了 反映 五 十 年 来 办 学 
理念 和 特色 ,集中 展示 教材 建设 的 成 果 , 学 校 决 定 组 织 编写 出 版 代表 中 国 科 
学 技术 大 学 教学 水 平 的 精品 教材 系列 。 在 各 方 的 共同 努力 下 , 共 组 织 选 题 
281 种 ,经 过 多 轮 、 严 格 的 评审 ,最 后 确定 50 种 入 选 精品 教材 系列 。 

1958 年 学 校 成 立 之 时 ,教员 大 部 分 都 来 自 中 国 科 学 院 的 各 个 研究 所 。 
作为 各 个 研究 所 的 科研 人 员 , 他 们 到 学 校 后 保持 了 教学 的 同时 又 做 研究 的 
传统 。 同时 ,根据 “全 院 办 校 ,所 系 结合 ”的 原则 ,科学 院 各 个 研究 所 在 科研 
第 一 线 工 作 的 杰出 科学 家 也 参与 学 校 的 教学 ,为 本 科 生 授课 ,将 最 新 的 科研 
成 果 融 入 到 教学 中 。 五 十 年 来 ,外 界 环境 和 内 在 条 件 都 发 生 了 很 大 变化 ,但 
学 校 以 教学 为 主 , 教 学 与 科研 相 结合 的 方针 没有 变 。 正 因为 坚持 了 科学 与 
技术 相 结 合 、 理 论 与 实践 相 结合 .教学 与 科研 相 结合 的 方针 ,并 形成 了 优良 
的 传统 , 才 培 养 出 了 一 批 又 一 批 高 质量 的 人 才 。 

学 校 非常 重视 基础 课 和 专业 基础 课 教 学 的 传统 ,也 是 她 特别 成 功 的 原 
因 之 一 。 当 今 社会 ,科技 发 展 突飞猛进 、 科 技 成 果 日 新 月 异 ,没有 扎实 的 基 
础 知识 ,很 难 在 科学 技术 研究 中 做 出 重大 贡献 。 建 校 之 初 ,华罗庚 、 吴 有 训 、 
严 济 慈 等 老 一 辈 科 学 家 、 教 育 家 就 身体 力行 ,亲自 为 本 科 生 讲授 基础 课 。 他 
们 以 渊博 的 学 识 、 精 湛 的 讲课 艺术 、 高 尚 的 师 德 , 带 出 一 批 又 一 批 杰出 的 年 
轻 教员 ,培养 了 一 届 又 一 届 优 秀 学 生 。 这 次 入 选 校庆 精品 教材 的 绝 大 部 分 
是 本 科 生 基础 课 或 专业 基础 课 的 教材 ,其 作者 大 多 直接 或 间接 受到 过 这 些 
老 一 辈 科 学 家 、 教 育 家 的 教诲 和 影响 ,因此 在 教材 中 也 贯穿 着 这 些 先辈 的 教 
育 教学 理念 与 科学 探索 精神 。 

改革 开放 之 初 , 学 校 最 先 选 派 青年 骨干 教师 赴 西 方 国家 交流 、 学 习 , 他 
们 在 带 回 先进 科学 技术 的 同时 ,也 把 西方 先进 的 教育 理念 ,教学 方法 、 教 学 
内 容 等 带 回 到 中 国 科学 技术 大 学 ,并 以 极 大 的 热情 进行 教学 实践 ,使 “科学 
与 技术 相 结 合 、 理 论 与 实践 相 结 合 、 教 学 与 科研 相 结 合 ” 的 方针 得 到 进一步 
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深化 ,取得 了 非常 好 的 效果 ,培养 的 学 生得 到 全 社会 的 认可 。 这 些 教学 改革 
影响 深远 ,直到 今天 仍然 受到 学 生 的 欢迎 ,并 辐射 到 其 他 高 校 。 在 入 选 的 精 
品 教材 中 ,这 种 理念 与 尝试 也 都 有 充分 的 体现 。 

中 国 科学 技术 大 学 自 建 校 以 来 就 形成 的 又 一 传统 是 根据 学 生 的 特点 ， 
用 创新 的 精神 编写 教材 。 五 十 年 来 ,进入 我 校 学 习 的 都 是 基础 扎实 .学 业 优 
秀 、 求 知 欲 强 、 勇 于 探索 和 追求 的 学 生 , 针 对 他 们 的 具体 情况 编写 教材 ,才能 
更 加 有 利于 培养 他 们 的 创新 精神 。 教 师 们 坚持 教学 与 科研 的 结合 ,根据 自 
己 的 科研 体会 ,借鉴 目前 国外 相关 专业 有 关 课 程 的 经 验 ,注意 理论 与 实际 应 
用 的 结合 ,基础 知识 与 最 新 发 展 的 结合 ,课堂 教学 与 课外 实践 的 结合 ,精心 
组 织 材料 ,认真 编写 教材 ,使 学 生 在 掌握 扎实 的 理论 基础 的 同时 ,了 解 最 新 
的 研究 方法 ,掌握 实际 应 用 的 技术 。 

这 次 入 选 的 50 种 精品 教材 ,既是 教学 一 线 教师 长 期 教学 积累 的 成 果 ， 
也 是 学 校 五 十 年 教学 传统 的 体现 ,反映 了 中 国 科学 技术 大 学 的 教学 理念 、 教 
学 特色 和 教学 改革 成 果 。 该 系列 精品 教材 的 出 版 ,既是 向 学 校 五 十 周年 校 
庆 的 献礼 ,也 是 对 那些 在 学 核发 展 历史 中 留 下 宝贵 财富 的 老 一 代 科 学 家 、 教 
育 家 的 最 好 纪念 。 
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本 书写 于 1992 年 ,当时 我 在 美国 加 州 大 学 圣地亚哥 校区 教书 .本 书 于 1996 
年 5 月 由 北京 大 学 出 版 社 出 版 , 印 了 3000 4}, AA RES. 1999 年 9 月 重印 了 
7000 册 . 我 利用 重印 的 机 会 ,对 全 书 进 行 了 修订 ,更 为 重要 的 是 写 了 一 个 很 长 
的 重印 说 明 , 用 来 说 明 写 作 本 书 的 指导 思想 . 

本 书 的 英文 版 于 2001 年 由 World Scientific Publishing Co. 出 版 , 且 成 为 
Best Selling 的 书 之 一 .今年 此 书 英文 版 又 出 了 修订 版 ,除了 对 原 有 章节 进行 仔 
细 校 订 外 ,又 加 了 两 章 : 一 章 是 椭圆 函数 ,一 章 是 Riemann T wR AEA 
定理 . 

现在 印 了 1 万 册 的 中 文 版 的 书 也 早已 卖 完 ,于 是 在 中 国 科学 技术 大 学 出 版 
社 出 此 书 的 第 2 版 ,作为 对 我 工作 了 近 一 辈子 的 中 国 科学 技术 大 学 建 校 50 ΠΗ͂ 
年 的 献礼 . 

本 书 的 写作 意图 在 第 1 版 的 前 言及 重印 说 明 中 已 经 说 得 很 清楚 了 .第 2 版 
, 依然 坚持 我 在 15 年 前 的 想法 .因此 ,在 第 2 版 中 只 做 了 部 分 的 修改 ,以 保持 此 
书 原 有 的 风格 .由 于 此 书 是 作为 一 学 期 的 复 分 析 课程 的 教材 , 现 有 的 内 容 已 经 
不 易 全 部 教 完 ,所 以 在 第 2 版 中 不 再 增加 新 的 章节 了 . 

由 于 本 书 与 复 分 析 传统 教材 的 写法 有 些 不 同 ,以 致 此 书 引 起 了 一 些 同行 的 
兴趣 .也 正 因为 与 传统 的 写法 有 些 不 同 ,以致 用 此 书 作 为 教材 进行 教学 要 多 费 
些 功夫 .本 书 曾 在 中 国 科 学 技术 大 学 .北京 师范 大 学 .香港 中 文大 学 .美国 
Georgetown University 等 国内 外 多 所 大 学 当做 教材 ,同时 也 会 有 国内 外 众多 
的 大 学 以 此 书 作 为 复 分 析 课 程 的 教学 参考 书 . 

我 深信 , 随 着 时 间 的 推 延 ,我 对 复 分 析 这 门 课程 的 看 法 ,会 愈 来 愈 多 地 被 人 
们 接受 ,以 此 书 作为 教材 的 大 学 也 会 增多 ,用 这 种 看 法 来 写 复 分 析 的 教材 也 会 

最 后 ,我 深切 感谢 北京 师范 大 学 郑 学 安 教授 ,本 书 第 2 版 如 何 修改 ,他 出 力 
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最 多 .我 也 深切 感谢 中 国 科 学 技术 大 学 出 版 社 为 本 书 第 2 版 的 出 版 所 做 的 
努力 . 
对 本 书 中 的 缺点 与 毛病 , 祈 读 者 不 音 赐教 ,不 胜 企盼 . 
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2008 年 10 月 于 北京 
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重印 说 明 


在 国内 外 ,我 都 教 过 复 变 函 数 这 门 基础 课 , 拟 写 一 本 这 门 课 的 教材 的 想法 
酝酿 已 久 ., 经 过 长 时 间 的 思索 与 考虑 ,直到 1992 年 9 月 在 美国 教书 时 才 写 成 这 
本 很 薄 的 小 书 , 并 于 1996 年 5 月 由 北京 大 学 出 版 社 出 版 .出 版 前 后 ,此 书 曾 在 
中 国 科 学 技术 大 学 ,清华 大 学 等 几 所 大 学 做 过 教材 ,在 教学 过 程 中 发 现 了 一 些 
问题 .如 :习题 配 得 不 够 ,有 些 地 方 写 得 大 简单 ,需要 补 上 证 明 或 多 说 几 句 话 . 在 
这 次 重印 出 版 时 ,对 这 些 缺 点 做 了 些 修改 ,而 这 是 较 易 做 到 的 .但 对 本 书 最 要 修 
补 的 是 :对 本 书写 作 的 意图 ,并 未 做 应 有 的 足够 的 说 明 , 原 有 的 前 言 写 得 太 简单 
了 .这 就 使 我 想起 1966 年 我 写 的 另 一 本 大 学 基础 课 教材 (简明 微 积分 》. 这 是 我 
教 了 八 年 书 之 后 (这 八 年 中 主要 是 教 微 积分 ) ,经 过 了 很 长 时 间 考 虑 之 后 才 写 成 
的 .但 写 那 本 书 的 想法 很 长 时 间 以 来 从 未 系统 地 叙述 过 ,只 是 在 1966 年 《自然 
辩证 法 研究 通讯 》 上 写 了 一 篇 短文 ,做 了 十 分 简要 的 说 明 . 这 当然 不 可 能 引起 人 
们 的 注意 ,直到 30 年 后 ,我 在 中 国 科学 技术 大 学 以 及 其 他 一 些 大 学 ,在 一 些 会 
议 上 系统 地 讲述 了 我 的 想法 , 才 引 起 人 们 的 注意 .后 来 在 这 些 讲话 的 基础 上 写 
了 一 本 小 册子 《话说 微 积分 兴 中 国 科 学 技术 大 学 出 版 社 ,1998 年 5 月 出 版 ), 受 
到 国内 外 数学 界 以 及 教 与 学 微 积分 师 生 们 较为 广泛 的 欢迎 .因此 ,将 写作 本 书 
的 意图 写 出 来 ,一 方面 可 以 使 应 用 本 书 进行 教学 的 师 生 们 更 好 地 理解 本 书 的 内 
容 , 另 一 方面 也 可 以 尽早 地 得 到 大 家 的 指教 . 

复 变 函数 论 是 一 门 历史 悠久 的 学 科 , 出 版 的 教科 书 不 计 其 数 ,其 中 不 少 是 
写 得 很 好 的 .为 何 我 还 要 来 再 写 一 本 教科 书 ? 写 这 本 书 的 指导 思想 是 什么 ? 与 
传统 的 教材 有 哪些 不 同 ? 如 果 没 有 明确 的 指导 思想 , 写 出 来 的 教材 难免 是 将 他 
人 写 的 教材 修 修补 补 ,排列 组 合 ,人 云 亦 云 . 

数学 教材 要 现代 化 已 是 大 势 所 趋 .但 如 何 现代 化 ,要 不 断 探 讨 与 尝试 ,才能 
逐步 摸索 出 一 条 正确 的 途径 .将 一 些 近代 数学 不 断 地 放 到 基础 课 中 去 ,使 基础 
课 教材 愈 写 愈 厚 , 这 可 能 不 是 一 种 十 分 正确 的 途径 .基础 课 教 材 终究 应 该 以 讲 
基础 的 内 容 为 主 ,本 书 试图 将 一 些 传统 基础 的 内 容 尽 可 能 用 近代 的 观点 与 语言 
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来 叙述 与 证 明 . 由 于 数学 的 发 展 ,一 些 较 为 近代 的 概念 现在 似乎 应 属于 基础 的 
范畴 .基础 的 内 涵 当 然 是 在 不 断 地 推陈出新 的 .无 可 置疑 ,这 种 尝试 ,必然 会 引 
起 各 种 争议 ,但 只 有 和 争议 才能 得 到 进步 与 发 展 . 

强调 数学 的 统一 性 ,也 为 数学 界 中 愈 来 愈 多 的 人 所 倡导 .这 就 是 强调 数学 
各 分 支 之 间 的 相互 影响 、 相 互 渗 透 . 也 就 是 数学 各 分 支 之 间 你 中 有 我 .我 中 有 
你 ,数学 本 身 是 一 个 统一 体 .数学 发 展 到 了 今天 ,将 各 分 支 的 基础 课 相 互 割裂 ， 
强调 “ 纯 ”, 这 种 时 代 似 乎 也 应 该 过 去 了 . 

在 这 本 不 到 200 页 的 小 书 中 ,大 部 分 内 容 的 写法 仍然 是 传统 的 ,但 同时 在 
本 书 的 部 分 内 容 中 力图 做 到 上 述 两 点 ,这 可 体现 在 以 下 与 传统 教材 有 哪些 不 同 
的 说 明 中 . 

1. 复 分 析 是 指 复数 域 上 的 分 析 , 更 确切 一 些 ,是 指 复 流 形 上 的 分 析 . 作为 
大 学 基础 课 教材 ,由 于 历史 的 原因 , 复 分 析 往 往 称 为 复 变 函 数论 或 解析 函数 论 ， 
而 现在 出 版 的 教材 ,往往 称 为 复 分 析 , 因为 这 种 说 法 更 确切 .例如 ,在 本 书 中 强 
调 引 入 代数 与 几何 等 到 教材 中 ,所 涉及 的 不 仅仅 是 在 论 函数 . 

什么 是 大 学 教材 的 复 分 析 ? 就 是 讨论 复数 域 上 的 微 积分 . 这 是 撰写 本 书 的 
第 一 个 观点 .在 这 个 观点 下 ,大 学 复 分 析 的 内 容 应 分 为 两 个 部 分 ;一 个 部 分 是 可 
以 没有 多 大 困难 地 由 实数 域 上 的 微 积 分 ,这 里 指 的 是 大 学 普通 微 积 分 ,直接 推 
广 得 到 的 . 另 一 个 部 分 是 在 原 有 实数 域 上 的 微 积分 所 没有 的 ,不 能 直接 推广 得 
到 的 .前 一 部 分 当然 重要 ,但 更 为 重要 的 是 后 一 部 分 .本 书 的 第 1 章 , 讲 述 的 是 
前 一 部 分 .由 于 这 些 结果 可 以 没有 多 大 困难 地 直接 推广 得 到 ,所 以 有 的 就 述 而 
不 证 .普通 微 积 分 的 内 容 很 多 ,人 们 当然 没有 必要 及 可 能 来 将 这 些 内 容 一 一 加 
以 验证 ,是 否 可 以 推广 到 复数 域 上 ,只 能 抓 住 主要 内 容 .什么 是 微 积 分 中 的 主要 
AA? 我 在 写 《 简 明 微 积 分 》 时 已 十 分 明确 地 提出 , 即 微 积分 由 微分 、 积 分 以 及 
指出 微分 与 积分 是 一 对 矛盾 这 三 个 部 分 所 组 成 .而 第 三 部 分 必须 用 外 微分 形式 
才能 说 清楚 ,后 来 在 拙 作 《话说 微 积分 ) 中 对 此 做 了 详细 的 阐述 .本 书 第 1 章 就 
是 按 这 种 观点 对 微 积 分 的 一 个 十 分 简略 的 回顾 ,并 讲 了 这 些 结果 在 复数 域 上 的 
推广 ,其 中 复 平 面 上 的 微 积分 基本 定理 就 是 复 形式 的 Green 定理 (1.4 节 定理 
2) ,这 为 第 2 章 建 立 Pompeiu 公式 做 了 准备 . 

2. 传统 的 复 变 函数 论 由 三 个 部 分 组 成 ,它们 都 是 在 实数 域 上 的 微 积分 , 即 
大 学 微 积 分 中 所 没有 的 ,而 是 在 复数 域 上 所 特有 的 .这 三 部 分 是 :Cauchy ΤΗ 
理论 、Weierstrass 级 数理 论 与 Riemann 几何 理论 ,作为 一 本 大 学 本 科 的 教材 ， 
理应 包含 这 三 部 分 内 容 , 这 就 是 本 书 的 第 2 章 、 第 3 章 与 第 4 章 . 本 科教 学 大 纲 
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所 规定 的 内 容 在 这 3 章 中 不 但 都 有 了 ,而且 还 多 .但 如 前 所 述 ,本 书 对 这 些 传统 
内 容 的 一 些 部 分 给 予 了 现代 化 的 处 理 ,与 传统 教材 有 所 不 同 . 

从 复 变 函数 论 是 复数 域 上 的 微 积 分 这 个 观点 出 发 , 微 积 分 基本 定理 在 复数 
域 中 成 为 复 形式 的 Green 定理 .由 此 立即 导出 Cauchy-Green 公式 , 即 Pompeiu 
定理 (第 2 章 2.1 节 定 理 1). 这 时 候 函 数 的 实 部 与 虚 部 属于 C' IPN BOK Bh δα 
是 全 纯 的 ,而 Cauchy 积分 定理 与 公式 成 为 它 的 简单 推论 .为 什么 要 先 引 入 
Pompeiu 公式 而 不 先 引 入 Cauchy 积分 定理 与 公式 ? 这 是 因为 :(1) ARER 
数论 是 复数 域 上 的 微 积 分 这 个 观点 出 发 ,这 是 顺理成章 的 .从 复 形式 的 Green 
定理 出 发 ,不 加 任何 条 件 , 得 出 来 的 应 是 Pompeiu 公式 ,而 不 是 Cauchy 积分 公 
式 .(2) 用 Pompeiu 公式 可 以 得 到 一 维 3- 问 题 的 解 ( 第 2 章 2.1 节 和 定理 4) ,这 
是 由 Cauchy 积分 公式 所 得 不 到 的 . 众所周知 ,3- 问 题 是 近代 偏 微分 方程 理论 
中 十 分 重要 的 部 分 ,是 近代 数学 中 一 个 强 有 力 的 工具 .本 书 这 样 处 理 ,还 为 了 使 
读者 能 及 早 接触 到 近代 数学 的 一 点 气息 .不 仅 如 此 ,在 本 书 的 第 3 章 中 用 3- 问 
题 的 解 证 明了 一 系列 定理 ,尤其 是 Mittag-Leffler 定理 (第 3 章 3.4 节 定理 6). 
一 方面 使 定理 的 证 明 十 分 简单 , 另 一 方面 显示 了 2- 问题 的 威力 .传统 的 教材 往 
往 几 乎 只 讨论 解析 冰 数 ,以 致 有 些 教科 书 的 书 名 就 叫做 解析 函数 论 . 但 数学 发 
展 到 今天 ,人 们 愈 来 愈 认识 到 只 讨论 解析 函数 已 是 不 够 的 了 ,用 解析 也 数论 做 
书 名 似乎 也 已 过 时 ,3- 问 题 的 产生 与 应 用 就 是 支持 上 述 看 法 的 一 个 例子 . 

Pompeiu 定理 及 一 维 5- 问题 的 解 也 许 是 第 一 次 出 现在 国内 的 大 学 复 分 析 
的 教材 中 .用 了 问题 的 解 来 证 明 Mittag-Leffler 定理 是 我 给 出 的 ,是 第 一 次 出 
现在 大 学 教材 中 ,作为 用 近代 数学 的 观点 来 处 理 经 典 结果 的 一 个 例子 .在 同一 
节 中 , 另 一 个 例子 是 用 3- 问 题 的 解 来 证 明 插值 定理 (第 3 章 3.4 节 定 理 7). 这 
也 许 也 是 第 一 次 出 现在 国内 的 大 学 教材 中 ,由 于 这 种 证 明 十 分 简单 明了 ,相信 
会 被 更 多 的 作者 采用 .例如 ,由 史 济 怀 . 刘 太 顺 编著 的 《 复 变 函 数 》 中国 科学 技 
术 大 学 出 版 社 ,1998 年 出 版 ) 就 将 这 两 条 定理 及 证 明 写 入 书 中 ,而 且 这 两 条 定 
理 以 及 Pompeiu 公式 与 OG- 问 题 的 解 作为 书 中 两 个 特别 要 提 到 的 内 容 之 一 而 写 
在 书 的 前 言 的 开头 .此 外 ,在 本 书 中 ,作为 Pompeiu 定理 的 另 一 个 应 用 ,还 给 出 
了 全 纯 函 数 的 各 阶 导数 在 紧 集 上 的 一 致 估计 (第 2 章 2.3 节 定 理 6 的 (2)). 这 
在 传统 教材 中 ,一 般 来 说 是 不 会 写 进去 的 .但 这 是 一 条 很 深刻 的 定理 ,不 用 
Pompeiu 公式 是 难以 证 明 的 .在 第 2 章 中 写 进 这 条 定理 ,是 因为 一 方面 这 条 定 
理 有 不 少 应 用 , 另 一 方面 也 让 读者 看 看 Pompeiu 定理 的 威力 ,牛刀 小 试 ,就 能 
得 到 如 此 深刻 的 定理 . 
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3. 复 分 析 中 的 基本 定理 之 一 是 Poincaré-Koebe 单 值 化 定理 .这 是 一 条 纲 
领 性 的 定理 . 定理 说 :任意 单 连 通 的 Riemann 曲面 一 定 一 对 一 地 全 纯 等 价 于 下 
列 三 个 区 域 之 一 :单位 圆 , 复 平面 C ,扩充 复 平面 C” .这 条 定理 是 复 分 析 中 最 
重要 和 最 美好 的 定理 之 一 . Es Abel 定理 .Riemann-Roch 定理 成 为 经 典 
Riemann 曲面 的 三 条 最 重要 的 定理 . 这 样 的 定理 在 数学 中 并 不 多 见 . 
Poincaré-Koebe 定 理 的 证 明 已 超出 了 大 学 基础 课 的 范围 ,不 能 给 出 ,但 定理 本 
身 必 须 在 大 学 教科 书 中 叙述 ,并 强调 它 的 意义 .本 书 第 3 章 3.3 节 中 就 叙述 了 
这 条 定理 .这 条 定理 有 很 多 的 应 用 ,但 在 一 本 大 学 基础 课 教 材 中 ,最 重要 的 意义 
是 :这 条 定理 确立 了 单位 圆 、 复 平面 C 及 扩充 复 平面 C'* 在 复 分 析 中 的 重要 地 
位 .对 这 三 种 区 域 进 行 探讨 成 为 复 分 析 中 极为 重要 的 组 成 部 分 ,所 以 我 们 说 这 
是 一 条 纲领 性 的 定理 . 

在 本 书 中 ,给 出 了 这 三 种 区 域 的 全 纯 自 同 构 群 .在 第 2 章 2.5 节 中 给 出 了 
单位 圆 的 全 纯 自 同 构 群 ,在 第 3 章 3.3 节 中 给 出 了 CRC 的 全 纯 自 同 构 群 . 
一 个 区 域 的 全 纯 自 同 构 群 是 十 分 重要 的 ,这 是 因为 全 纯 自 同 构 群 在 很 大 程度 上 
决定 了 区 域 上 的 一 些 分 析 的 性 质 .在 本 书 中 就 是 用 单位 圆 的 全 纯 自 同 构 群 定 出 
Poisson 核 作为 这 方面 的 例子 .在 本 书 中 突出 这 三 个 全 纯 自 同 构 群 的 另 一 个 目 
的 是 :这 三 个 群 是 最 为 简单 又 是 十 分 重要 的 李 群 . 当然 ,在 这 本 大 学 基础 课 教材 
中 完全 没有 必要 引入 严 格 的 李 群 的 概念 ,但 突出 这 三 个 简单 的 李 群 并 给 出 它们 
的 应 用 ,等 到 读者 接触 到 严格 的 李 群 的 定义 时 ,就 会 有 “似曾相识 ”的 感觉 ,有 旦 有 
一 些 简单 的 具体 的 李 群 在 胸 , 对 李 群 的 抽象 定义 就 易于 了 解 与 掌握 了 .为 了 同 
一 个 目的 ,在 本 书 的 第 6 章 中 ,给 出 了 C? 中 单位 球 与 双 圆 柱 上 的 全 纯 自 同 构 
群 ,并 用 它们 证 明了 多 复 变 中 经 典 的 Poincaré 定理 , 这样 可 以 让 读者 在 胸中 又 
多 了 两 个 简单 的 具体 的 李 群 的 例子 . 

如 果 说 在 本 书 第 2 章 和 第 3 章 中 给 出 这 三 个 区 域 的 全 纯 自 同 构 群 是 指出 
了 复 分 析 与 代数 的 关系 ,那么 在 本 书 的 第 5 章 中 给 出 的 复 几 何 是 指出 了 复 分 析 
与 几何 的 关系 . 

Poincaré-Koebe 定理 可 以 更 确切 地 说 成 : 

(1) 任 一 单 连通 的 双 曲 型 的 开 Riemann 曲面 都 可 以 共 形 映射 到 单位 圆 ; 

(2) 任 一 单 连通 的 抛物 型 的 开 Riemann 曲面 都 可 以 共 形 映射 到 复 平 
πο; 

(3) 任 一 单 连通 的 闭 Riemann 曲面 都 可 以 共 形 映射 到 扩充 复 平面 C*. 

在 第 5 章 中 ,对 这 三 个 区 域 分 别 建立 起 它们 的 几何 .在 单位 圆 上 引入 双 曲 
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度量 , 即 Poincaré 度量 ;在 C 上 引入 抛物 度量 , 即 欧 氏 度量 ;在 C* 上 引入 椭圆 
度量 , 即 球 度量 .并 对 这 三 种 复 几何 进行 了 简单 的 讨论 ,而 这 些 内 容 现 在 应 属于 
基础 的 部 分 了 . 

4. 上 一 段 的 讨论 是 涉及 复 分 析 与 几何 .代数 的 相互 关系 的 一 个 例子 ,是 说 
明 数 学 的 统一 性 的 一 个 很 好 的 事例 .这 里 所 说 的 几何 不 是 初等 几何 , 而 是 指 微 
分 几何 、 复 几何 .初等 几何 可 以 用 来 证 明 复 平 面 上 的 一 些 初等 的 定理 ,但 这 属于 
中 学 教学 的 内 容 ,当然 不 应 该 在 本 书 中 涉及 . 

用 一 个 个 事例 来 说 明 数 学 的 统一 性 ,不 失 为 一 种 好 的 办 法 .尤其 是 在 大 学 
的 基础 课 教 材 中 ,希望 通过 这 些 事例 ,让 读者 初步 建立 起 这 种 看 法 .除了 以 上 的 
例子 外 ,本 书 中 还 有 其 他 的 一 些 事例 . 

在 本 书 第 2 章 2.5 节 中 ,给 出 了 Schwarz-Pick 引 理 , 这 使 得 经 典 的 
Schwarz 引 理 有 了 微分 几何 的 意义 .这 条 引 理 说 :将 单位 圆 映 到 单位 圆 内 的 全 
纯 映射 ,使 两 点 之 间 的 Poincaré 度量 不 增 . 这 是 一 个 初等 .自然 而 漂亮 的 对 经 
典 的 Schwarz 引 理 的 几何 解释 .这 是 复 分 析 与 微分 几何 相互 关联 的 一 个 很 好 的 
HF. 

在 第 5 章 中 用 几何 的 方法 来 证 明 著 名 的 Picard 定理 又 是 一 个 说 明 数 学 的 
统一 性 的 很 好 事例 .这 种 写法 在 国内 或 许 也 是 首次 出 现在 复 分 析 的 教材 中 . 
1938 年 ,Ahlfors 建立 了 著名 的 Ahlfors-Schwarz 引 理 .这 条 引 理 是 作为 近代 微 
分 几何 进入 复 分 析 的 标志 而 载 人 史册 的 ,这 是 一 条 有 历史 意义 的 重要 的 引 理 . 
在 本 书 第 5 章 中 ,由 此 引 理 出 发 证 明了 重要 的 Picard 定理 .在 传统 的 教材 中 ， 
Picard 定理 是 不 讲 的 ,原因 是 这 条 定理 原 有 的 证 明 较 难 , 要 涉及 椭圆 模 哨 数 , 讲 
起 来 较 麻烦 .但 是 Picard 定理 在 分 析 中 实在 太 重 要 了 ,而 用 微分 几何 的 方法 使 
证 明 变 得 较为 简单 ,易于 为 大 学 生 所 了 解 与 接受 ,所 以 在 本 书 第 5 章 中 证 明了 
这 条 定理 .一 方面 让 读者 学 到 了 重要 的 Picard 定理 , 另 一 方面 也 让 读者 看 到 应 
用 近代 数学 的 微分 几何 的 威力 是 何等 之 大 ,更 重要 的 是 使 读者 再 一 次 体会 到 数 
学 的 统一 性 ,各 个 分 支 之 间 的 确 是 我 中 有 你 、 你 中 有 我 啊 ! 

在 本 书 第 2 章 2.6 节 中 的 Poisson 积分 公式 是 体现 数学 的 统一 性 的 又 一 事 
例 .在 上 一 段 中 已 经 说 到 :Poisson 积分 公式 是 由 单位 圆 的 全 纯 自 同 构 群 得 来 
的 ,本 书 之 所 以 不 用 传统 的 分 析 的 方法 来 给 出 这 个 公式 ,而 用 全 纯 自 同 构 群 来 
给 出 ,是 让 读者 能 够 看 到 群 尤其 是 李 群 的 威力 .用 了 这 样 简 单 的 群 的 概念 ,就 十 
分 利索 地 得 到 了 重要 的 Poisson 公式 .而 Poisson 公式 从 复 分 析 的 角度 来 看 ,这 
是 一 种 积分 表示 ;从 偏 微分 方程 的 角度 来 看 ,这 是 Laplace 方程 的 Dirichlet 问 
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题 的 解 ; 从 调和 分 析 的 角度 来 看 ,这 是 函数 的 Fourier 级 数 的 Abel 求 和 . 同一 
件 事 ,从 不 同 的 数学 分 支 的 角度 来 看 ,成 了 不 同 的 事物 .这 种 观点 十 分 重要 ,这 
正体 现 了 数学 各 分 支 之 间 的 相互 渗透 ,这 也 体现 了 数学 的 统一 性 .这 种 观点 , 常 
常 导致 从 一 个 分 支 的 结果 产生 出 另 一 个 分 支 的 结果 .分 支 之 间 的 成 果 相互 启 
发 ,相互 促进 . 当然 ,Poisson 积分 公式 不 过 是 体现 这 种 思想 的 一 个 很 简单 的 例 
子 .在 大 学 教材 中 也 只 能 举 些 简单 的 例子 来 体现 这 种 思想 .在 数学 中 ,这 种 例子 
是 很 多 的 ,有 的 是 十 分 重要 的 .典型 的 例子 如 Riemann 曲面 ,从 复 分 析 的 观点 
来 看 ,Riemann 曲面 是 一 维 复 流 形 ,更 确切 些 , 是 一 维 Kahler 流 形 ; 从 代数 几何 
的 观点 来 看 ,Riemann 曲面 是 一 条 代数 曲线 ;从 代数 数论 的 观点 来 看 , Riemann 
曲面 是 一 个 一 元 代数 函数 域 .各 种 不 同 分 支 的 交叉 点 又 往往 是 数学 中 富有 强大 
生命 力 、 且 极为 重要 的 部 分 . 

5. 本 书 的 最 后 一 章 一 一 第 6 章 讲 了 一 点 多 复 变 数 .这 在 传统 教材 中 是 不 
讲 的 ,但 数学 发 展 到 了 今天 , 讲 一 点 多 复 变 数 , 既 有 必要 又 有 可 能 .在 本 书 中 讲 
一 点 多 复 变数 的 主要 目的 不 是 为 了 向 读者 初步 地 介绍 多 复 变数 的 基本 知识 , 因 
为 如 果 要 这 样 做 ,必须 费 很 多 的 篇 幅 , 作为 一 本 大 学 基础 课 教材 , 当然 无 此 必 
要 .本 书 之 所 以 要 讲 一 点 多 复 变数 的 真正 目的 ,是 为 了 让 读者 更 深刻 地 认识 单 
” 复 变 数 .因为 本 书 终究 是 一 本 大 学 单 复 变数 的 教材 呀 ! 为 此 目的 ,当然 要 选择 
能 使 读者 更 深刻 认识 单 复 变数 的 有 关 多 复 变 数 的 定理 .本 书 只 选 了 如 下 的 两 
条 :一 条 是 Poincaré 定理 ;一 条 是 Hartogs 定理 .之 所 以 选择 这 两 条 定理 ,是 因 
为 这 两 条 定理 的 证 明 都 不 难 , 但 又 是 很 深刻 的 基本 定理 ,而 且 能 使 人 们 更 深刻 
地 认识 单 复 变数 . Poincaré 定理 说 :C ?中 的 超 球 与 双 圆 柱 不 能 全 纯 等 价 . (对 
C "也 一 样 成 立 ,为 叙述 方便 计 ,讨论 CoA RB. C "中 定理 的 证 明 与 C: 的 
情形 无 任何 本 质 的 区 别 . ) 这 条 定理 告诉 我 们 : Riemann 映射 定理 (拓扑 等 价 导 
出 全 纯 等 价 ) 只 在 单 复 变 数 中 成 立 . 在 这 之 前 ,在 普通 微 积 分 中 不 可 能 有 此 定 
理 ; 在 这 之 后 ,在 多 复 变 数 中 也 不 可 能 有 此 定理 . Riemann 映射 定理 只 是 单 复 
变数 中 所 特有 的 .因此 ,这 是 一 条 十 分 深刻 的 定理 . 作为 复 分 析 中 三 个 组 成 部 分 
之 一 的 几何 理论 ,同样 也 是 单 复 变 数 中 所 特有 的 . 企图 推广 单 复 变数 的 几何 理 
论 到 高 维 , 必须 另 辟 蹊 径 . 本 书 中 介绍 的 另 一 条 多 复 变数 的 定理 是 Hartogs 定 
理 .这 条 定理 说 : 若 0OCC"” (139) Am. ΚΩ 中 的 紧 致 子 集 , 且 ΩΝΚ 连 
通 . 若 f HEO\K 上 全 纯 , 则 了 可 以 全 纯 开拓 到 0. 这 条 定理 告诉 我 们 :作为 复 分 
析 中 三 个 组 成 部 分 之 一 的 Weierstrass 级 数理 论 , 其 核心 部 分 的 Laurent 级 数 
理论 ,在 多 复 变 数 的 情形 一 般 是 不 可 能 存在 的 . 因此 ,用 级 数 来 刻画 奇 性 ,如 何 
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定义 亚 纯 函数 等 ,在 多 复 变 数 的 情形 ,必须 得 另行 考虑 . 因此 , Weierstrass 级 数 
中 的 核心 部 分 , 即 Laurent 级 数 是 单 复 变数 中 所 特有 的 .在 其 前 ,在 普通 微 积 分 
中 不 可 能 有 ;在 其 后 ,在 多 复 变 数 中 也 不 可 能 有 ;只 有 在 单 复 变 数 中 有 .因此 ,这 
是 十 分 深刻 的 理论 .也 就 是 说 ,作为 单 复 变数 三 个 组 成 部 分 中 的 两 个 组 成 部 分 
的 出 发 点 ,Riemann 映射 定理 与 Laurent 级 数 是 前 无 古人 ,后 无 来 者 的 ! 本 书 
是 一 本 基础 课 教材 , 讲 这 样 两 条 多 复 变数 的 定理 已 经 足够 了 ,再 多 讲 就 会 偏离 
主题 了 . 

在 大 学 复 变 函 数论 中 写 一 点 多 复 变 数 的 做 法 ,在 国内 也 许 是 首次 出 现在 本 
书 中 ,这 种 做 法 会 被 更 多 一 些 教材 的 编写 者 所 采用 .如 前 面 提 到 的 史 济 怀 、 刘 太 
顺 写 的 书 , 在 该 书 的 最 后 一 章 , 也 是 讲 一 点 多 复 变数 , 主要 讲 的 也 是 Poincaré 
定理 与 Hartogs 定理 .他 们 将 把 多 复 变 数 写 入 教材 中 作为 他 们 编著 的 书 的 两 个 
特别 要 提 到 的 内 容 的 男 一 个 而 写 在 书 的 前 言 中 . 

6. 在 本 书 重印 版 中 ,增加 了 三 个 附录 .直接 目的 是 为 了 弥补 第 1 次 印刷 中 
的 一 些 不 足 之 处 ,但 更 主要 的 是 :这 三 个 附录 中 讲 的 都 是 近代 数学 中 最 为 基本 
与 重要 的 内 容 , 而 这 在 传统 的 复 变 函 数论 的 教材 中 往往 是 不 讲 的 . 

第 2 章 的 附录 是 单位 分 解 定理 ,这 在 证 明 本 章 2.3 节 定 理 6 的 (2) 时 要 用 
到 . 如果 不 标 出 单位 分 解 定理 而 直接 写 出 一 个 函数 来 奉 代 也 可 以 过 去 ,但 单位 
分 解 定理 在 近代 数学 中 太 重 要 了 ,而 且 以 后 还 会 不 断 地 用 到 ,因此 ,宁肯 花 点 篇 
幅 写 下 这 条 定理 与 证 明 . 

第 4 章 的 附录 是 Riemann 曲面 ,给 出 了 Riemann 曲面 的 严格 定义 ,这 是 为 
了 与 本 章 4.5 节 相 呼应 的 .作为 一 本 大 学 基础 课 教材 ,不 可 能 花 很 多 篇 幅 去 深 
人 探讨 Riemann 曲面 的 理论 .但 是 Riemann 曲面 在 近代 数学 中 实在 太 重 要 
了 , 它 是 一 维 复 流 形 ,不 涉及 流 形 铠 怕 很 难 涉及 近代 数学 . 写 上 这 个 附录 ,让 读 
者 能 对 Riemann 曲面 . 复 流 形 多 一 点 认识 ,这 也 是 好 的 ， 

第 5 章 的 附录 是 曲率 ,直接 的 目的 是 为 了 说 明 5.1 节 中 (1.2) 式 定义 的 Κ 
为 何 是 曲率 . 众所周知 ,曲率 是 微分 几何 中 的 核心 部 分 , 它 在 近代 数学 中 扮演 着 
极为 重要 的 角色 .因此 ,即使 在 大 学 微分 几何 课 中 学 习 了 曲率 的 概念 ,也 仍然 值 
得 花 些 篇 幅 来 将 这 个 重要 的 概念 再 说 一 遍 . 

这 三 个 附录 ,如 教学 时 间 人 允许 , 则 讲 之 ;如 教学 时 间 不 够 , 则 略 之 . 

不 言 而 蛤 ,加 上 这 三 个 附录 的 另 一 个 目的 ,是 为 了 再 次 体现 数学 的 统一 性 . 

以 上 说 了 些 本 书 与 传统 教材 的 不 同 之 处 ,但 我 应 重 说 一 遍 , 这 终究 是 一 本 
大 学 基础 课 教 材 , 本 书 的 大 部 分 写法 仍然 是 传统 的 ,与 传统 教材 的 不 同 之 处 只 
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是 很 有 限 的 .在 这 不 到 200 页 的 小 书 中 ,这 些 有 限 的 不 同 之 处 却 是 撰写 中 最 费 
心思 的 部 分 .我 衷心 盼望 广大 师 生 在 用 本 书 进行 教学 时 充分 注意 到 本 书 试图 体 
现 数学 教学 现代 化 以 及 数学 统一 性 的 愿望 . 

本 书 的 写作 意图 曾 在 一 些 国 内 的 学 术 会 议 上 做 过 简要 的 介绍 ,反映 较为 热 
烈 . 本 书 出 版 后 受到 国内 外 广大 同行 的 关注 ,不 少年 长 的 同行 给 了 很 多 鼓励 ,更 
令 人 兴奋 的 是 一 大 批 年 轻 数学 家 对 此 书 表现 出 较 大 的 热情 .不 少 大 学 用 作 教 材 
或 主要 教学 参考 书 ,国外 有 的 年 轻 的 留学 生 看 了 此 书后 说 :“ 如 回国 教 复 变 , 就 
用 这 本 书 ,不 要 自己 再 写 教材 了 .” 本 书 对 这 门 基 础 课 教 材 的 影响 正在 显现 , 例 
如 , 忠 济 怀 、 刘 太 顺 两 位 先生 用 本 书 作为 教材 进行 教学 后 ,在 他 们 编著 的 教材 中 
就 有 十 分 明显 的 反映 .他 们 书 中 的 亮点 ,大 多 可 在 本 书 中 找到 其 相似 或 相同 之 
处 .相信 会 有 更 多 的 学 校 将 采用 本 书 作为 教材 或 教学 参考 书 . 第 1 次 印刷 的 
3000 册 书 已 售 束 ,这 些 都 促使 我 在 重印 本 书 时 进行 修订 .为 了 保持 本 书 原 有 的 
风格 ,只 对 本 书 的 内 容 做 了 一 些小 的 修改 ,为 了 使 大 家 更 好 地 使 用 本 书 , 就 路 路 
TRE TF TARARKEN. 一些 曾 用 此 书 作 为 教材 进行 教学 的 老师 ， 
将 在 教学 过 程 中 发 现 的 问题 与 意见 告诉 了 我 ,在 此 ,向 他 们 表示 感谢 .无 可 置 
疑 ,在 重印 的 本 书 中 ,依然 有 很 多 缺点 与 毛病 ,还 望 广大 师 生 及 行家 指正 . 


Žž Ἡ 
1999 年 9 月 于 北京 
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这 是 一 本 大 学 数学 系 本 科 基 础 课 复 变 函 数论 的 教材 ,与 目前 国内 遂行 的 传 
统 教材 相差 不 是 太 多 . 

复 变 函数 论 已 有 两 百 多 年 的 历史 ,是 数学 中 既 古 老 又 成 熟 的 一 门 学 科 . 到 
目前 为 止 ,不 知已 出 版 了 多 少 本 内 容 精 彩 的 教材 ,这 些 书 各 领 风骚 数 十 年 .由 于 
数学 不 断 地 前 进 , 人 们 不 断 地 用 一 些 新 的 观点 来 重新 认识 与 发 展 这 门 学 科 中 原 
有 的 概念 与 理论 ,以 致 用 各 种 不 同 观点 撰写 的 新 的 教材 不 断 涌现 ,以 推陈出新 . 

这 些 年 来 , 常 有 机 会 在 美国 的 一 些 大 学 数学 系 教书 ,耳濡目染 ,接触 到 一 些 
用 各 种 观点 所 撰写 的 复 变 函数 论 教材 ,从 而 产生 写 一 本 中 文 的 ,与 国内 传统 的 
复 变 函 数论 教材 稍 有 一 点 不 同 的 有 一 点 近代 观点 的 教材 的 想法 . 这 个 想法 由 
来 已 入 ,所 以 当 1991 年 4 月 我 准备 回国 时 ,就 向 中 国 科学 技术 大 学 数学 系 提出 
了 这 个 想法 ,希望 教 一 次 这 门 基础 课 .回国 后 教学 的 实践 是 :来 听课 的 学 生 愈 来 
愈 多 ,二 三 .四 \ 五 年 级 都 有 ,最 后 竟 有 四 十 多 人 .在 教学 效果 上 似乎 此 大 欢喜 ， 
不 同年 级 的 学 生 都 感到 各 有 收获 .我 很 感谢 这 些 来 听课 的 学 生 , 他 们 以 及 中 国 
科大 数学 系 一 些 同事 的 鼓励 ,促使 我 将 讲稿 出 版 .我 也 顾 不 得 自己 学 问 的 浅薄 ， 
就 按照 讲课 时 的 讲稿 , 略 加 修改 补充 ,写成 此 书 ,这 就 是 此 书 的 来 源 . 

这 是 一 本 基础 课 教材 ,有 关 领 导 部 门 规定 的 教学 大 纲 中 要 求 的 内 容 大 致 上 
全 有 了 ,但 这 也 是 多 少 反映 我 对 这 门 基础 课 的 一 些 看 法 的 教材 ,难免 与 国内 传 
统 的 教材 略 有 一 点 不 同 之 处 ,好 在 允许 每 个 人 可 以 有 不 同 的 学 术 观 点 .如 此 书 
能 抛砖引玉 , 则 属 喜 出 望 外 了 . 

复 变 函数 论 是 复数 域 上 的 微 积分 ,一 些 可 以 由 实数 域 没 有 多 大 困难 地 推广 
到 复数 域 上 去 的 微 积 分 的 概念 与 结论 ,在 本 书 中 往往 简略 地 氢 述 ,或 述 而 不 证 
〈 见 第 1 章 ). 本 书 着 重 探讨 一 些 在 实数 域 上 所 没有 ,而 在 复数 域 上 特有 的 那些 
性 质 与 结果 . 

微分 几何 、 微 分 方程 .多 复 变 数 函 数论 以 及 其 他 一 些 近代 数学 的 飞速 发 展 ， 
对 单 复 变 函 数论 的 重新 认识 与 发 展 影响 较 大 .用 各 种 观点 来 重新 认识 及 撰写 复 
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变 函 数论 的 书 , 近 年 来 您 出 愈 多 ,看 来 这 是 一 种 趋势 ,本 书 也 追随 了 这 种 趋势 . 
例如 ,用 了 一 点 微分 几何 ,从 Ahlfors-Schwarz 引 理 出 发 ,导出 Liouville 定理 ， 
最 后 证 明 大 .小 Picard 定理 ( 见 第 5 章 ). 又 例如 ,用 了 一 点 一 维 3- 问 题 的 解 来 
证 明 一 些 构造 性 定理 ,如 Mittag-Leffler 定理 .插值 定理 等 ( 见 第 3 章 ). 又 例 
如 ,强调 变换 群 的 概念 ,主要 是 自 同 构 群 的 概念 ,在 第 2 BO 3 章 和 第 6 章 中 
分 别 给 出 了 一 些 最 简单 但 最 重要 区 域 的 全 纯 自 同 构 群 ,并 由 此 得 到 一 些 重要 推 
论 , 如 Poincaré 定理 等 .在 本 书 的 第 6 章 , 十 分 粗浅 地 介绍 了 多 复 变 数 函 数论 
的 两 个 最 基本 的 定理 :PoincarE 定理 和 Hartogs 定理 . 这 不 仅 是 对 复 变 函数 论 
的 重新 深刻 的 认识 ,也 与 这 半 个 世纪 来 多 复 变 数 函 数论 的 深入 与 飞速 的 发 展 关 
系 极 大 ,而 旦 希望 从 单 、 多 复 变 数 函 数论 的 实质 区 别 的 粗浅 认识 中 ,可 以 更 深刻 
地 了 解 与 认识 复 变 函数 论 中 一 些 深刻 的 本 质 .作者 希望 : 念 过 这 本 书 的 读者 ,将 
来 如 有 机 会 接触 到 一 些 近代 数学 的 分 支 ,对 其 中 一 些 想法 .概念 与 定理 ,有 个 
“似曾相识 ”的 感觉 . 

本 书 取 名 《简明 复 分 析 》, 是 希望 本 书 与 拙 作 《 简 明 微 积分 一 样 ,能 写 得 提 
4} 5ὲ 51, ,简单 明了 ,但 能 否 做 到 ,由 于 作者 才 芯 学 浅 ,很 可 能 力不从心 ,还 望 读者 
不 音 赐教 与 指正 . 

此 书 是 我 在 美国 加 州 大 学 圣地 亚 哥 校区 及 南 伊利 诺 大 学 教书 时 写成 的 , 它 
们 为 我 提供 了 良好 的 工作 条 件 ,我 愿 向 两 校 数学 系 以 及 Carl Fitz Gerald 教授 、 
MERRER RH. 

北京 大 学 程 民 德 . 丁 石 孙 教 授 对 本 书 给 予 了 热忱 的 支持 . 北京 大 学 李 忠 教 
授 审 阅 了 书稿 并 提 了 宝贵 意见 ,安徽 大 学 郑 学 安 教 授 在 教学 过 程 及 本 书 撰写 过 
程 中 给 了 我 很 多 帮助 ,北京 大 学 出 版 社 刘 勇 同志 与 北京 大 学 数学 系 刘 燕 同 志 为 
本 书 出 版 做 了 大 量 的 工作 ,也 一 并 表示 感谢 . 


性 FH 
1992 年 9 月 于 加 州 圣地 亚 哥 
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第 1 章 { A 分 


1.1 回顾 微 积 分 


复 变 函 数论 是 在 复数 域 上 讨论 微 积分 . 如同 对 任何 数学 进行 推广 那样 ,往往 是 
一 部 分 的 内 容 可 以 没有 多 大 困难 地 直接 推广 得 到 , 而 另 一 部 分 的 内 容 却 是 推广 后 
所 独 有 的 ,是 在 原来 实数 域 理 论 中 所 没有 的 . 前 一 部 分 当然 重要 ,但 人 们 的 兴趣 往 
往 更 集中 在 后 一 部 分 ,因为 常常 是 这 一 部 分 才 真正 刻画 了 事物 的 本 质 . 

在 这 一 章 中 , 先 十 分 简单 地 回顾 一 下 什么 是 微 积分 ,然后 看 看 微 积 分 中 哪些 结 
果 可 以 直接 推广 到 复数 域 上 去 .而 在 以 后 的 各 章 中 ,要 着 重 讨论 一 些 有 本 质 不 同 、 
只 在 复数 域 上 才 特 有 的 一 些 主要 性 质 与 结果 . 

什么 是 微 积分 ? 微 积分 由 三 个 部 分 组 成 , 即 微分 、 积 分 以 及 联系 微分 、 积 分 成 为 
一 对 矛盾 的 微 积 分 基本 定理 , 即 Newton-Leibniz 公式 . 


众所周知 , 若 》= fOO 为 定义 在 区 间 (a,b) 上 的 一 个 序数 ,如 果 lim οὖν 


FE Ca, b) 中 的 一 点 x 存在 , 则 称 f(x) 在 这 点 可 微 , 记 此 极限 值 为 外 或 挛 (xz) 等 , 称 


Fi fx) TER x PA Be df = f(x)dx 为 f(x) 在 点 x 的 微分 .如 果 函 数 y = f(x) 
在 (a,b) 上 每 一 点 都 可 微 , 则 称 函 数 在 (a,b) 上 可 微 . 另 一 方面 ,如 果 y = f(x) 在 
La,bj]」 上 有 定义 ,将 La ,bj 分 为 任意 个 小 区 间 a = χο «χιτ <x, b, 而 
& 为 Lxi-1,xij] 中 任 一 点 ,如 果 令 nn 一 © , 且 所 有 [xi-i ,Xxi] (i=1,…,n) 的 长 度 都 


趋 于 零 ,如 果 极限 lim > (人 i) Cx -= xi) 存在 , 则 称 f(x) 在 [a ,bj 上 可 积 , 记 此 


ej. 
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极限 值 为 | f(x)dx. 这 就 是 微 积分 最 最 基本 的 定义 及 出 发 点 ， 并 且 都 有 很 明确 的 
几何 意义 , 微 商 是 y = f(x) 所 描绘 的 曲线 在 点 (x,y) 处 的 斜率 ,积分 是 曲线 y = 
fOO 在 La,p 上 的 曲 边 梯形 的 面积 . 

微分 .积分 的 概念 古 已 有 之 ,使 之 成 为 一 门 学问 而 发 扬 光 大 是 由 于 Newton 和 
Leibniz 证 明了 微 积分 基本 定理 , 即 指出 了 微分 与 积分 是 一 对 矛盾 .这 条 基本 定理 
有 两 种 相互 等 价 的 表述 形式 . 

微 积分 基本 定理 (微分 形式 ) RRA f(1) 在 区 间 [a ,b] 上 连续 ,x 是 [a ,b] 
中 的 一 点 , 令 

B(x) = ΜΠ (a< x< b), 


则 Φίχ) 在 [a,b] PAA FED (κ) = fa), Bdo) = f(x)dx. 换 句 话 说 , 若 
f(x) 的 积分 是 Φίχ), | BCx) 的 微分 就 是 f(x)dx. 

微 积分 基本 定理 (积分 形式 ) BOO 在 [a,b] Harm, HPO 等 于 连续 
函数 Ax) ,那么 成 立 着 

[παι = B00) - Ba) (a<x <b). 

换 句 话说 ,车 Φίχ) 的 微分 是 fod dx, M [(χ) 的 积分 就 是 Φ(κ). 

有 了 这 个 定理 , 求 积分 成 为 求 微 分 的 逆 运 算 ,而 微分 与 积分 的 一 些 性 质 相互 对 
应 ,成 为 一 件 事物 的 两 个 方面 .例如 : 

«ζω. + g(x)) _ = F% + κ ἀξία) 
dx 


dx 


5 
[go + g(x))dx = | fcodx + ΠΕΣ 
相对 应 ; 
αρ = foe + dfg 
与 分 部 积分 法 | 
| [fe'ax = fg - | gf'ax 
相对 应 ; l 


au = f(y),y = g(x), 则 


df(g(x)) _ df , dy 
dx ~ dy dx 
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与 
[feag de = [fay 
相对 应 ,等 等 . 又 例如 微分 中 值 定 理 : 若 f(x) 在 La, b] 上 可 微 ， 则 在 La ,bj 中 存在 
一 点 c ,使 得 
f(b)— fla) = f'(c)(b- a) 
与 和 和 只 分 中 值 定理 : 若 f(x) 在 [La ,bj」 上 连续 , 则 在 La ,bj 中 存在 一 点 6, 使 得 


[κας = Ob = a) 


是 相互 对 应 的 . 又 例如 ,函数 的 Taylor 展 开 , 可 以 用 微分 来 证 明 ， 并 以 微分 形式 表达 
其 余 项 ;也 可 以 用 积分 来 证 明 , 并 以 积分 形式 来 表达 其 余 项 , 等 等 , 不 在 此 一 一 
在 微 积分 中 一 般 讨 论 初等 函数 及 其 复合 函数 ,所 谓 初 等 函数 ,是 指 下 面 三 类 函 
数 , 即 : 
(1) 第 函数 x* ,其 中 为 实数 ;多 项 式 ao tarx 十 … 十 ο. aili =0, 


1,…,n) WHR Ae spat Pot Bix ΕΕ ο“ 


Co + Cix Free + CXF 
(i = 0,1,…,p) 为 常数 ;以 及 其 反 函 数 . 
(2) ZA% sinx ,cosx “FRAY AS, W arcsinx ,arCCOSX es 
(3) 指数 函数 e ,2* SRE Ke PAR Inx ,logzx 等 ， 
而 所 谓 函 数 f(x) 的 Taylor 展开 式 及 Fourier RFR, 不 过 是 用 第 (1) 类 中 的 
多 项 式 来 和 逼近 函数 f(x), 以 及 用 第 (2) 类 中 的 sinnx ,cosnx (η = 0,1, 2,…) 等 来 
逼近 函数 有 (x) .没有 用 第 (3) 类 初等 函数 , 即 指数 函数 来 逼近 冰 数 有 (x) 的 原因 之 


一 是 下 面 即 将 讲 到 的 Euler 23 ,一 些 重要 
的 初等 函数 的 Taylor 级 数 是 熟知 的 .例如 : 

κο ree γα αν. s (1.1) 

€ = 1! 21 31 tey Ι o ΝΠ ， 

. xo Xs x! l 

sinx i! 31 + 51 Τι tose, (1.2) 

~7 αξ μα αὖ, 
cosx = 1 5η 十 41 61 +e, (1.3) 
_ x x | 
lni + x) = x— a1 7 3,7 (-l<x<ib, (1.4) 


-- ΠΠ; 1) p DG-2) ete 
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(| x | 二 1,r 为 实数 )， (1.5) 

等 等 . 

以 上 只 是 十 分 简单 地 回顾 了 一 维 微 积分 的 大 概 ,用 这 种 观点 来 看 待 一 维 微 积 
分 ,详细 的 叙述 可 参阅 我 所 写 的 教材 《简明 微 积分 ) 中 的 有 关 部 分 ( 禾 腊 ""). 

至 于 高 维 的 微 积 分 ,也 有 相应 的 三 个 部 分 , 即 微分 、 积 分 及 联系 微分 与 积分 的 
微 积分 基本 定理 .只 是 在 微分 的 部 分 有 偏 微分 、 全 微分 ,而 与 微 商 相当 的 是 Jacobi 
矩阵 ;在 积分 的 部 分 有 重 积分 、 线 积分 、 面 积分 等 ,这 些 都 是 一 维 微分 与 积分 的 自然 
推广 ,于 是 也 可 列 出 其 相应 的 定理 ,这 里 不 多 叙述 了 . 对 第 三 部 分 要 说 几 句 话 .在 高 
维 情形 下 ,什么 是 微 积分 的 基本 定理 ?是 什么 定理 刻画 了 在 高 维 的 情形 下 微分 、 积 
分 是 一 对 矛盾 ?回答 是 :Green 公式 Stokes 公式 及 Gauss 公式 . 

Green 公式” Æ DH Oxy 平面 上 封闭 曲线 工 围 成 的 闭 区 域 ,函数 Ρίχ,γ) 和 
Qx. y) 在 D 上 有 一 阶 连续 偏 微 商 , 则 


$ Pax + Qdy = N3- ὃν )ακάν. (1.6) 


Stokes 公式 KES PAH ΕΤ. L, R% P(x,y,z)， 
Q(x,y,2), R(x, yz) 有 一 阶 连续 偏 微 商 , 则 


$ Pdx + Qdy + Rdz 


-[ς AR - 22)dydz+ (B - 2R )azax + (2 - Z )άχαν. (1.7) 


Gauss 公式 设 V 是 空间 封闭 曲面 3 所 围 成 的 闭 区 域 , 函数 Px, yz), 
QCx,y,z),RCx,y,z) 在 V 上 有 一 阶 连续 偏 微 商 , 则 


Frayaz + Qdzdx + Rdxdy = ME + 55 + aR jav, (1.8) 


这 三 个 公式 都 刻画 了 在 边界 上 积分 与 在 内 部 积分 的 关系 ,如 果 用 外 微分 形式 ， 
那么 这 三 个 公式 可 以 统一 成 一 个 公式 , 称 为 Stokes 公式 .要 十 分 严谨 地 叙述 外 微分 
形式 需要 很 多 篇 幅 , 但 这 可 以 在 很 多 微 积 分 的 教材 中 找到 . 拙 著 《 简 明 微 积分 》 就 是 
用 这 种 观点 来 写 的 .在 这 里 只 能 十 分 简单 地 ,形式 地 对 三 维 欧 氏 空间 中 的 外 微分 形 
Ai tis (EA). 

定义 微分 dx 5 dy 的 外 乘积 为 dx A dy, 它 满足 下 面 的 规则 

(1) dx A dx = 0, 即 两 个 相同 微分 的 外 乘积 为 零 . 

(2) dx A dy =- dy A dx, 即 两 个 不 同 微分 的 外 乘积 交换 次 序 差 一 符号 . 

当然 ,(1) 可 以 看 成 (2) 的 推论 . 由 微分 的 外 乘积 乘 上 函数 组 成 的 微分 形式 称 

.4. 
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ABATE. SIM, A P,.Q,R,A,B,C,H Ax, ysz 的 函数 , 则 
Pdx + Qdy + Rdz 
为 一 次 外 微分 形式 (由 于 一 次 没有 外 乘积 ,与 普通 的 微分 形式 是 一 样 的 ); 
Adx A dy + Bdy A dz + Cdz A dx 
为 二 次 外 微分 形式 ; 
Hdx A dy A dz 
=O PANE; M P.O.R,A,B,C, A RABDBAY RR. 对 于 外 微分 形式 
w 可 以 定义 外 微分 算 子 d, 它 是 这 样 定义 的 :对 于 零 次 外 微分 形式 , 即 函 数 六 定义 
df = Fax + ay + faz, 


即 普通 的 全 微分 算 子 . 对 于 一 次 外 微分 式 形式 w = Pdx + Qdy + Rdz, 定 义 
dw = dP A dx + dQ A dy +dR A dz, 
即 对 P,Q, R 进行 微分 ,然后 进行 外 乘积 .通过 外 乘积 运算 规则 ,可 得 


du = (Æ - ὃς ὰν naz + (Z -Raz A ax 


+ (2 一 eax A dy. 
对 于 二 次 外 微分 形式 w = Ady A dz + Bdz A dx + Cdx A dy 也 是 一 样 定义 ， 
dw = dA A dy A dz+dB A dz A dx+dC A dx A dy 

= (4 + 2B 
Ox Əy 

对 于 三 次 外 微分 形式 w = Hdx A dy A dz 也 是 一 样 定义 ， 

dw = dH A dx A dy A dz. 
”可 以 证 明 这 恒 等 于 零 . 如果 规定 ddx = ddy = ddz = 0, 则 外 微分 算 子 d 与 普通 微 
分 算 子 就 是 一 样 的 了 . 即 对 每 一 项 进行 运算 ,在 每 一 项 中 分 别 对 每 一 个 因子 进行 运 
FO ,其余 因子 不 动 , 将 得 出 的 各 项 相 加 ,不 同 的 只 是 外 微分 算 子 d 是 在 运算 之 后 进 
行 外 乘积 .由 此 立即 得 到 重要 的 Poincaré 引 理 : 若 ω 为 一 外 微分 形式 ,其 系数 具有 
二 阶 连续 偏 微 商 , 则 ddw = 0. 其 道 也 成 立 , 即 若 ω 是 一 个 忆 次 外 微分 形式 , 且 dw = 
0, 则 存在 一 个 p 一 1 次 外 微分 形式 a, 使 得 w = de. 


有 了 外 微分 形式 的 概念, 即 定向 的 概念 ,那么 (1.6) 式 中 的 ||f(x,y)dxdy 就 为 


+ 2) ax A dy A dz. 


ffar A dy 或 者 | [κα y dy A dx. HF LRT MOTE AE, 故 


. 5. 
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f| fx axdy 应 为 | Fors yax A dy. 
D D ， 
同样 ,在 外 微分 形式 的 观点 下 , 即 在 定向 的 概念 下 , (1.7) 式 中 的 || Pdydz + 
‘ Σ 
Qdzdx + Rdxdy 应 为 | Pay A dz + Qdz A dx + Rdx A dy, (1.8) 式 中 
= 


的 | PCx,y,z)dxdydz 应 为 || Fs ys zddx A dy A dz. 
[4 V 
”在 此 观点 下 ,Green 公式 Stokes 公式 与 Gauss 公式 可 以 统一 地 写成 


| = | dw, (1.9) 

这 里 ,w 为 外 微分 形式 ,do 为 w 的 外 微分 ,2 Ade 的 积分 区 域 ,为 封闭 区 域 ,az 表 
示 5 的 边界 ,| 表示 区 域 有 多 少 维 数 就 是 多 少 重 积分 .事实 上 ,车 ω 为 零 次 外 微分 
形式 ,(1.9) 式 就 是 Newton-Leibniz 公 式 . 若 o 为 一 次 外 微分 形式 ,在 平面 的 情形 ， 
(1. 9) 式 就 是 Green 公式 ;在 三 维 空间 ,(1.9) 式 为 Stokes 公 式 . 若 ww 为 二 次 外 微分 
形式 ,(1.9) 式 就 是 Gauss AR. (1.9) 式 真正 刻画 了 微分 与 积分 是 一 对 矛盾 .这 个 
公式 不 仅 对 三 维 欧 氏 空间 成 立 , 而 且 对 任意 高 维 的 欧 氏 空 间 也 成 立 .不 仅 如 此 ,对 
于 更 一 般 的 微分 流 形 也 是 成 立 的 ,所 以 (1.9) 式 是 高 维 空间 的 微 积 分 的 基本 定理 ， 
这 个 定理 是 微 积分 的 顶峰 与 终点 . 

当然 ,这 样 回顾 微 积分 是 十 分 粗略 的 ,但 我 想 说 清楚 思路 就 可 以 了 ,不 可 能 也 
不 必要 在 此 做 十 分 仔细 的 叙述 . 

复 变 函数 论 是 复数 域 上 的 微 积分 ,是 普通 微 积分 的 继续 ,公式 (1.9) 成 为 本 书 
的 出 发 点 之 一 也 就 是 十 分 自然 的 事 了 . | 


1.2 ”复数 域 .扩充 复 平面 及 其 球面 表示 


复数 的 全 体 组 成 复数 域 , 它 是 实数 域 的 扩充 . 

在 初等 代数 中 已 经 知道 ,虚数 单位 i 具有 性 质 了 = 一 1. 将 这 一 虚数 单位 与 两 个 
实数 α.β 用 加 、 乘 结合 起 来 得 到 复数 a + il. ah 分 别称 为 这 一 复数 的 实 部 (real 
part) 与 虚 部 (imaginary part). Hida = a +ip8, 则 记 Rea = a, Ima = Pp. 两 复数 
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相等 当日 仅 当 实 部 与 虚 部 相等 .复数 的 四 则 运算 为 
(α +ib) 8 (γ 1-15) = (Caty+i(P+ 8); 
Ca +iB)(y + id) = Cay - BS) + ilað + 8y); 
Hy+t+is~0,0) 
a+ iB _ Ca + iB)(y = id) - Cay + βδ) + i(By ~ aò), 
yt+id (Cy +id)(y - ἰδ) γ᾽ + 
若 复 数 a = a + if. Ma -il Τα HHH (conjugate) 复数 , 记 作 a. 于 是 


a+b=a+b, ab=a-b, ὤ)-α, 


aa = a +P’, ΤΕ al? Tl a! .. α 的 绝对 值 . 显然 


lal>0, |ab\=|al*+|bl, =lal (449), 


[δ] 
μυ la+b|<Slal+|b], 


等 等 . 

对 于 平面 上 一 个 给 定 的 直角 坐标 系 来 说 ,复数 a = a +i8 可 以 用 坐标 为 (a,B) 
的 点 来 表示 ,第 一 个 坐标 称 为 实 轴 , 第 二 个 坐标 称 为 虚 轴 ,所 在 的 平面 称 为 复 平 面 ， 
WH C. 

一 个 复数 不 仅 可 以 用 一 点 来 表示 ,而且 可 以 用 一 个 由 原点 指向 这 点 的 向 量 来 
表示 ,这 个 复数 .这 个 点 .这 个 向 量 都 以 同一 字母 a 来 表示 .与 通常 一 样 , 任 一 向 量 
作 平 行 移动 后 得 到 的 所 有 的 向 量 都 视 为 与 原 向 量 恒 等 . 于 是 ,复数 的 加 法 成 为 向 量 
的 加 法 .而 复数 的 公式 往往 由 有 几何 意义 ,例如 ，| a | 表示 向 量 长 度 ; | a + b |κς 
| a 1+| b| 表示 三 角形 两 边 之 和 大 于 第 三 边 ,等 等 . 

对 复数 也 可 引入 极 坐标 (r,P) ,复数 a = a ΕΙβΞ r(cosp +isinp). 显 然 ,r = 
| a |,r 称 为 复数 a 的 模 , 9 称 为 复数 a 的 辐 角 . 如 果 

αι = Τιίοοδφι + isin?,), 
αν = Τ;ίοοβφ» + ising), 
则 
ἄτα; = r(cos¢ + ising) 
= rir, (cos, + isin?,) (cos, + isin?2) 
= ry ro(cos(P; + P2) +isin€?, + φι)). 
Br = rire, = $1 + Go. 
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将 复数 三 角 表 达 式 中 的 辐 角 取 值 范围 取 为 0 志 9 二 2x. 若 r 之 0, 则 复数 三 角 
表达 式 就 给 出 了 a © C\{0} 到 (7 ,8) € (0, + ©) Χ[0,2π) 之 间 的 一 一 对 应 . 记 9 
= arg a , 称 此 为 复数 a 的 主 辐 角 . 

主 辐 角 arg a 可 以 看 作 定 义 在 C\{0} 上 的 一 个 函数 , 它 的 值 域 是 0 < arga < 
2x. 于 是 ,10, + ©) 上 的 点 是 都 是 arga 的 间断 点 . 更 一 般 地 ,arg a 的 取 值 范围 
可 取 为 

-Yaga<2xr-y ON Υ« Απ). 
HRE y 时 ,arg a 的 定义 域 仍然 是 C\{0) .但 arg a 的 间断 集 是 射线 re” r >o). 

当 p = arg a 是 a 的 主 辐 角 时 ,对 一 切 整数 上 ,arg a +2kx 都 是 a 的 辐 角 .a 的 
辐 角 的 全 体 记 作 Arg a, Bil 

Arga = {arga +2krx (k = 0,+1,+2,.…)}. 
将 它 简 记 为 
Arga = argat2nZ, 
其 中 Ζ BRB. E 
Arga = arga +2lx (L€ Z). 
称 Arg’? a 为 Arg a 的 第 ! 个 单位 分 支 .特别 地 ,Arg@ a = arga. 

辐 角 函数 Arg a 将 一 个 复数 a 和 0 对 应 于 一 个 无 穷 集合 ,这 时 我 们 称 Arg a 是 
a 的 多 值 函 数 , 它 是 定义 在 C\{0}) 2 EM. 

在 应 用 主 辐 角 时 ,一 定 要 先 确定 arg a WER. 当 取 一 y Carga <2- yht, 
arg a 在 C\{reY?(r 之 0)) 上 连续 ， 、 

若 z = x tiya 为 一 固定 的 复数 ,r 为 一 固定 的 实数 , 则 | z - a | = r 表示 一 
个 以 a 为 中 心 ,r 为 半径 的 圆周 ; | z-a | 二 r 表示 一 个 以 a 为 中 心 ,r 为 半径 的 圆 
盘 , 记 作 D(a,r). 同 样 ,上 半 平 面 可 以 用 Im z > 0 来 表示 , 右 半 平 面 可 以 用 Rez 
二 0 来 表示 ,等 等 . 

引入 坐标 ,得 到 复 平面 C ,但 如 何 来 处 理 无 穷 远 点 ?在 复 变数 函数 论 中 ,我们 引 
人 一 个 点 , 叫 无 穷 远 点 , 记 作 % ,以 此 来 扩展 C. 对 所 有 有 限 的 复数 a E€ C,a + 99 
= ota = om 对 所 有 的 b 天 0,bo = eb = 2,4 = © (aX) KE = 
0, 等 等 .C 中 所 有 的 点 加 上 “%”, 组 成 扩充 复数 平面 , 记 作 C*. 即 C* = CU {5ο}. 
在 本 书 中 ,扩充 复数 平面 指 的 就 是 C*. 

要 对 扩充 复数 平面 做 个 几何 模型 ,在 这 个 模型 上 一 切 扩充 平面 上 的 点 都 有 一 
个 具体 的 表示 , 这 就 是 球面 表示 , 它 是 通过 球 极 平面 投影 (stereographic 
projection) 得 到 的 . 

ege 
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考察 一 个 三 维 空间 的 单位 球面 9? ,其 方程 为 x1? + χο’ + xa”= 1( 三 维 空间 的 
直角 坐标 为 x1 ,x2,x3) ,在 S 上 的 每 一 点 ,除了 (0,0,1) 以 外 ,我 们 可 用 一 复数 


X1 十 ix2 


ΖΞ (2.1) 
1 - x; 
与 之 相对 应 ,这 个 对 应 是 一 对 一 的 .事实 上 ,由 (2.1) 可 得 
ει = +X - 1- x3? _ 1+ x 
(4 -- κιν (1—xa)? 1- x3’ 
因此 得 到 
_{z?-1 _  z+z _ z-Z 
xs V7 PFT χι 14+] z ([?’ Χο i+] z|? (2.2) 


令 无 穷 远 点 % 对 应 于 (0,0,1) ,就 完成 了 球面 S 上 的 点 与 扩充 复数 平面 C” 上 的 
点 之 间 的 一 对 一 的 对 应 .因此 ,可 以 把 球面 5’ 作为 扩充 复数 平面 C” 的 代表 .球面 
S? 称 为 Riemann 球面 .显然 , xs <0 的 半球 面 对 应 于 单位 圆 盘 | z |< 1, x3 20 
的 半球 面 对 应 于 单位 圆 盘 的 外 部 | z | > 1, 等 等 . 

如 复 平面 为 以 xi 轴 为 实 轴 ,xz 轴 为 虚 轴 的 (xl ,xz) 平面 , 则 (2.1) 式 有 明确 的 
几何 意义 . 

取 z =x+iy, 则 由 (2.1) 式 得 

xt yi-Ll= x, i x2,ix 3-1. 

这 说 明 点 (xz,y,0),(xzi,xzyxs),(0,0,1) 在 一 条 直线 上 .因此 ,这 个 对 应 实际 上 是 
以 (0,0,1) 为 中 心 的 中 心 投影 ,将 8 上 的 点 投影 到 C ”上 , 称 这 个 投影 为 球 极 平面 
投影 .在 球面 表示 中 ,无 穷 远 点 不 再 有 任何 特殊 了 . 


1.3 E τν 分 


如 同 在 普通 微 积分 中 那样 ,可 以 定义 复数 域 上 的 复 值 函 数 w = f(z), 这 里 ,z， 
w 均 为 复数 .为 了 有 确切 的 意义 ,我 们 先 限定 f(z) 为 单 值 的 .也 可 以 用 ε-ὃ 语言 来 
定义 函数 的 极限 , 即 

limf(z) = A 
是 指 任 给 。 > 0, 存 在 一 个 正 数 8, 对 于 所 有 的 z, 只 要 | z -a |< δ (274). 
| f(z) - A |< e. 如 果 limf(z) = f(a), 则 称 f(z) E z = 4 处 连续 ， 
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如 同 在 普通 微 积分 中 那样 ,可 以 在 复 平 面 上 定义 开 集 、. 闭 集 .集合 的 连通 性 、 紧 
致 性 ,等 等 .定义 复 平面 中 的 曲线 为 区 间 La ,Bj] eRe RE yt): ya) = 
x(t) tiy) Cat <P), EAE x(t), yt) FW t EE BM. ¥6a), YOR) H 
为 曲线 y(1) 的 端点 .如 果 γία) = 7Y(B), 则 称 γί 为 闭 曲 线 . 曲线 的 方向 就 是 t 
增加 的 方向 .如果 y 1) 存在 且 连 续 , 则 称 γ(ι) 为 光滑 曲线 . 如果 γ’(ι) 除去 有 限 
个 上 外 是 连续 的 ,在 这 有 限 个 上 处 ,>(t) AE AFR MEy O 为 分 段 光滑 曲线 . 
分 段 光 滑 曲 线 是 可 求 长 的 . 若 曲线 yO ΣΑ Εν = taty) = yt) MEYO) 
为 简单 曲线 ,或 Jordan 曲线 .车 y(t) 同时 是 闭 曲 线 , 则 称 y(1) 为 简单 闭 曲线 或 
Jordan 闭 曲 线 

复 平 面 上 的 一 个 点 集 D 称 为 一 个 域 , 如 果 

(1) Ρ 为 开 集 ; 

(2) D 为 连通 的 , 即 D 中 任意 两 点 均 可 用 完全 位 于 DD 中 的 曲线 把 它们 连 
接 起 来 . . 

下 面 的 事实 是 直观 的 ,但 证 起 来 却 很 复杂 , 故 述 而 不 证 . 

Jordan 定理 ”一 条 简单 闭 曲 线 y 把 复 平面 分 成 两 个 域 ,其 中 一 个 是 有 界 的 ， 
BRA γ 的 内 部 , 另 一 个 是 无 界 的 , 称 为 y 的 外 部 ,y 是 这 两 个 域 的 共同 边界 . 

域 刀 的 边界 记 作 3D. 域 忆 称 为 单 连通 的 ,如 果 刀 内 任何 简单 闭 曲 线 的 内 部 仍 
”属于 DD. 不 是 单 连通 的 域 称 为 多 连通 域 . 由 两 条 Jordan 闭 曲 线 所 国 成 的 域 是 二 连 
通 域 ,由 πι 条 Jordan 闭 曲 线 所 转 成 的 域 是 n 连通 域 ,这 些 闭 曲线 可 能 退化 成 为 一 
个 点 或 一 条 Jordan 曲线 . 此 外 ,如 同 实数 域 的 情形 那样 ,可 以 证 明 Heine-Borel 定 
JH. Bolzano- Weierstrass 定理 等 等 ,这 里 只 叙 不 证 . 

Heine-Borel TE Æ A 为 紧 集 ,G 为 4 的 开 和 覆盖 , 则 从 GG 中 可 以 选 出 有 限 个 
开 集 覆盖 Α. 

Bolzano-Weierstrass 定理 “” 任 一 无 穷 集 至 少 有 一 极限 点 ， 

# DC CERIS): CC 一 C 为 复 变 函数 .从 实 分 析 的 观点 来 看 ， 
f(z) 不 过 是 实 的 二 元 向 量 值 函 数 .所 以 ,复数 列 的 极限 , 复 变 函数 的 极限 ,连续 , 偏 


9! af of of θέ 4 4 —, 
πο ὃν ax? θχθγ᾽ Dy ,微分 ,积分 等 等 ,都 已 在 多 元 微 积分 中 给 出 了 .于 


是 ,相应 的 有 关 的 定理 也 已 在 多 元 微 积分 中 给 出 了 . 但 我 们 气 弃 这 种 办 法 来 讨论 复 
变 函 数 ,而 是 用 复 分 析 的 观点 来 讨论 复 变 函 数 ， 

现在 来 讨论 复 变数 复 值 函 数 的 导数 . 若 w = γα), 那么 自然 考察 
lim 长 2 十 名 一 长 了， 这 里 , 户 为 复数 .如 果 这 个 极限 对 于 所 有 的 -- 0 都 存在 且 


h--0 
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相同 , 则 称 f(z) 在 z 点 可 微 , 记 作息 或 /(z), 称 为 1(z) 在 z 点 的 微 商 或 导数 .如 


果 f(z) 在 其 定义 域 上 每 一 点 都 可 微 , 则 称 f(z) 为 其 定义 域 上 的 解析 函数 
Canalytic function) 或 全 纯 函 数 (holomorphic function). 这 个 定义 是 与 普通 微 积 
分 中 微 商 的 定义 相 一 致 的 . 因此 , 复 微 商 的 四 则 运算 、 复 合 函数 的 微 商 等 公式 也 是 
相 一 致 的 .这 些 公式 读 考 可 以 立即 写 出 来 .但 复 微 商 终究 是 在 复 平面 上 进行 ,所 以 
这 里 有 一 些 特殊 的 地 方 . 

若 

f(z) = u(z)+iv(z) = u(x,y) +iv(x,y) 

在 点 Zo = Xo + iyo 处 可 微 , 则 
tim LOL) Ρο 


对 任意 途径 的 z 一 zo 都 存在 且 相 等 ,特别 对 于 z 沿 着 平行 于 坐标 轴 的 途径 趋 于 zo 
也 应 存在 且 相 等 . 先 令 z = x + iyo,x 一 xo, 则 


f'(zo) = lim [42o - μίχα»γο) | ; ν(χ»γο)- vyo 


X 一 Xo χ τ Xo 


= U(Xo, Yo) + ivVi (Xo, Yo). 
FES z = xo + iy,y 一 加 , 则 
Fez) = ο. + Poy? = vyoo 
= v, (xos Yo) - iuy (xo, Yo). 
XE, Urs Uy Ves Vy 分 别 表示 Mx, y 的 偏 导数 和 v 对 x,y 的 偏 导数 .两 式 比较 实 
部 与 虚 部 , 即 得 :u,v 在 点 (xo,yo) 处 应 满足 | 


Uy = Vys Uy =— νε. (3.1) 
(3.1) 式 也 可 以 写成 
89Γ.. :9᾽ 
Επ iy (3.2) 


Fi FE (3.1) 及 (3.2) 都 称 为 Cauchy-Riemann 方程 , 简称 C-R 方程 .C-R 方程 为 
f(z) 在 一 点 z = zo 处 可 微 的 必要 条 件 ,但 不 充分 .例如 : 
f(z) = Frt+tiy)= v] xy] 
在 z = 0 处 满足 C-R 方 程 ,但 不 可 微 .因为 若 取 x = at. y = Bi, 则 
f2- f0 {Κα}. vlel 
z—0 ip ’ 


Ζ atl 


S z 一 0, 极 限 不 唯一 . 
. 11. 
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但 有 如 下 的 
定理 1 函数 f(z) = u +iv 在 域 D 内 全 纯 的 充 要 条 件 是 ， u,v 在 D 内 有 一 阶 
”连续 偏 微 商 , 且 满 足 C-R 方程 (3.1). 
证 明 ”必要 性 ” 若 f(z) 在 z = zo 处 可 微 , 则 满足 (3.1) 式 已 证 .在 第 2 章 2.3 
节 中 将 证 明 , 全 纯 函 数 的 微 商 也 是 全 纯 函 数 , 故 f 广 = wu tiv, = vy ~iu, 也 是 连续 
函数 . 
EA u,v 在 点 zo = χο + iyo 处 有 一 阶 连 续 偏 微 商 , 且 满 足 C-R 方程 
(3.1): Ua = ux(xosyo),B = Vil Xo» Yo) BA 
u(xsy) — UC Xo Yo) = α(χ — Χο) - Β(Υ - νο) + eC} Az |), 
νίχ»γ) — νίΧο»γο) = Bx — χο) + aly - Yo) εε(| Az |); 


其 中 | Az | = V(X - Xo)? + Cy — yo)* ,el,e2 满足 


lim el(| Az |) _ = lim €2(| Az D 
ΙΔε-- | Az lâz>0 | Az | 


将 第 二 式 乘 以 i 后 与 第 一 式 相 加 ,得 到 
f(z) — flz0) = Ca + ἱβ)(ζ ~ zo) + eC] Az |) + iesl| ΔΖ |), 


即 为 
f(z) = fz) a aip = Az D Hied az D 
Z — Zo Zz Zo 
所 以 
lim (2) - f(z0) _ a + if, 
z—zo Z — Zo 
Bp 
f (2ο) = U,C Xos Yo) + iv, (Xos yo). 
定理 证 毕 


在 第 2 章 2.3 节 中 将 证 明 ; 如 f(z) = &+iy 在 域 D 内 全 纯 , 则 其 微 商 三 (z) 也 
是 D 内 的 全 纯 函 数 , 所 以 u,v 的 二 阶 偏 微 商 也 是 连续 的 , 因而 二 阶 混合 偏 微 商 


Fu 与 全 > 是 相等 的 .由 CR 方程 得 到 


OXxOY “OyOx 
Ou _ Ov θ᾽. Ov 
ax? Axay” ay AyOx ` 
因此 得 到 
TE 
同样 可 得 
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Əv , Žv 

ax? ay 

这 个 方程 称 为 Laplace 方程 . 它 是 偏 微分 方程 理论 中 三 个 最 基本 的 偏 微分 方程 之 
一 , 即 椭圆 型 方程 的 典型 方程 , 记 作 


= 0. 


此 处 
- 9’ .9 
ax? ay” 
WE Au = 0 的 函数 u 称 为 调和 函数 , 即 全 纯 函 数 1 = u + iv 的 实 部 与 虚 部 均 为 
调和 函数 . 


这 里 引入 两 个 重要 的 微分 算 子 
9. 1/9. ,9 9. Ι1/9.,:9 
az 3 (5. is). az 2 (5 tiS) 
可 以 这 样 来 理解 这 两 个 算 子 . 


由 于 z= x+iy,Zz = 二 x-iy,; 于 是 x = Σα + Z)oy =- Fiz -Ζ).χ»ν 3 
函数 f(x,y) 可 以 考虑 为 z 及 z 的 函数 ,把 z 及 z 看 做 自 变数 (它们 实际 上 是 互相 共 
因 的 ,但 暂 不 注意 此 点 ) ,如 微分 法 则 可 用 , 则 可 得 

əf - ia i2t), of - tÆ +i). 

Əz 2 \ox ὃν Əz 2 \ox oy 
RMS Wt ο αλ 0. ο eS Z 
无 关 , 而 只 是 z 的 函数 ,所 以 全 纯 函 数 可 以 看 做 确 是 一 个 复 变数 z 的 函数 ,而 不 称 
之 为 两 个 实 变数 复 信函 数 . 3 = 0 χη τ3 = 3 应 用 这 些 记号 , 则 A = 

99 99 
Oz Əz Əz az" 
若 f(z,Zz) = u(z,z) + iv(z,z), MI] 
df(z,Z) = du(z,z) +idv(z,z). 
由 于 wu(z,Z),v(z,Z) 都 是 实 变数 x,y 的 实 值 函 数 , 故 


z) - ou ou 
du(z,z) = ay dx t ὃν” 


z) - Ων ὃν 
dv(z,z) = ax Ix + aydy， 
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于 是 
- of of 
df ox αχ ΜΕ, 
由 于 . 
əf _af,af əf- (9 at), 
Ox ο əz oy Oz Oz 
dx = (dz +dz)，dy =- 4 (dz - dz), 
代入 上 式 , 即 得 
- of of gz 
df = 和 dz + Saz. (3.3) 
Hit 
- of Ξε - Ges 
of az 42) of 5742 
则 上 式 成 为 
df = of + of, 
于 是 ,有 
d= ato. . (3.4) 


这 就 得 到 了 复 变 函数 了 的 全 微分 . 这 也 可 以 将 z,z 看 做 独立 变数 直接 得 到 . 
复 微 商 有 很 好 的 几何 性 质 , 即 共 形 性 . | 
设 函 数 f(z) ER D 内 全 纯 ,zo € Ds f(z) AY) θς« κ) δ η 
过 点 zo 的 一 条 光滑 曲线 , Β yO = zo yD 在 点 zo 的 切线 与 实 轴 的 夹 角 为 
arg y (0). f(z) $E y(t) 映 为 过 点 wo = f(zo) 的 光滑 曲线 oC(1) = flv) FE 
a(t) = PYAMA), a (0) = f' (29) YO) ,ol1) 在 点 wo 的 切线 与 实 轴 的 夹 
角 为 
argo (0) = arg f (zo) + arg y (0), 
此 即 为 
arg σ΄ (0) — arg γ΄(0) = arg f (zo). 
即 cb 在 点 wo 处 切 向 量 的 辐 角 与 γ(τ) 在 点 zo 处 切 向 量 的 辐 角 之 差 总 是 
arg f (zo), 5 ya) 无 关 . 因此 , 过 点 zo 的 任意 两 条 光滑 曲线 γι (1) Y2Ct) 
OKEI, γι(0) = γε(θ) = zo, 它们 在 f(z) 映射 下 的 像 分 别 是 过 点 wo = 
f(zo) 的 光滑 曲线 σι(τ)  σε(1). FE 
arg oz (0) — arg yz (0) = argo, (0) - arg γι (0). 
Bp 
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arg oz (0) — argo, (0) = arg yz (0) — arg γι (0). 
所 以 γι (1) 5 γε (1) 在 点 zo 处 的 夹 角 等 于 o1(1) 5 o0) 在 点 wo = f(zo) 处 的 
夹 角 ,也 就 是 说 ,在 映射 w = f(z) 之 下 ,在 微 商 不 为 零 的 点 处 ,两 条 光滑 曲线 的 来 
角 的 大 小 及 旋转 方向 是 保持 不 变 的 ,此 为 f(z) ΤΕ zo 处 的 保 角 性 . 

另 一 方面 ,由 于 
Ε (zo) — lim Zz - -- 

任 取 过 zo 点 的 曲线 Υ(1) ,在 映射 f(z) 下 成 为 oa) ABA 

lim | fee .. _ lim |w=- ο] _ 

a | 之 一 Zo μα | 之 一 Zo | 
即 像 点 之 间 的 距离 与 原来 两 点 之 间 的 距离 之 比 的 极限 与 昌 线 无 关 , 称 | f(z ! ἃ 
f(z) 在 点 zo 处 的 伸 长 度 .因此 ,任意 一 个 以 zo 为 顶点 的 小 三 角形 ,经 过 f(z) 映射 
后 ,成 为 一 曲 边 三 角形 ,它们 的 微分 三 角形 是 相似 的 .上 述 两 个 性 质 加 在 一 起 , 称 为 
共 形 性 .所 以 我 们 称 在 刀 上 的 全 纯 映 射 为 共 形 映射 ( 若 (1) 40) ,在 第 4 章 中 ,我 
们 要 详细 讨论 之 . 


=| f(z0) |. 


1.4 E 积 分 


如 果 f(t) = ult) +iv(t) 为 一 个 在 实 区 间 [La ,5 上 定义 的 复 值 函 数 , 则 
[ποαι - fuar tif voar. 

设 7 是 一 个 可 求 长 曲线 ,f(z) = μ(Ζ) + iv(z),dz = dx +idy, 则 
| fdz = | Cu ο + i dy) 


= f udx — vdy + il vdx + udy. 
yY 7 


特别 当 y 是 一 个 分 段 可 微 弧 段 时 ,其 方程 为 z = z(1) Ca St <b). f(a) 1: γ .Ε 
定义 且 连 续 , 则 f(z(1)) 也 是 工 的 连续 函数 . 令 


| faz = [feaz oar, 
作为 f(z) 沿 复 曲线 y 上 积分 的 定义 ,这 是 一 个 参数 变换 下 不 变 的 积分 . {ΠΒ 18 R 
. 15 e 
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Rr= tO Bex<r<PRAa<t< bottle) 为 逐 段 可 微 , 则 
β 
[fCz Cz at = [FOAD Adr 
-f dz(t(r)) 
= | ft) tar, 


如 果 用 Riemann 和 来 定义 线 积分 ,也 可 获得 同样 的 结果 . 于 是 有 与 普通 线 积 分 一 
样 的 性 质 ,例如 : 


| fod = 一 ο 


1} Υ Ξ γι yz+… 1 γι» 
| OLE ΞΡ ΚΟ + fdz ++ ΠΜΣ 
所 以 对 复 积分 没有 太 多 可 以 说 的 了 . 


那么 ,对 应 于 微 积分 的 第 三 部 分 ,应 是 怎样 的 ?在 复 平面 上 ,对 应 的 是 复 形式 的 
Green 公式 ,现在 尽量 用 一 般 通 行 的 符号 来 书写 之 .为 此 ,我 们 用 复 的 外 微分 形式 ， 
BL z,z 为 独立 变量 ,定义 微分 的 外 乘积 为 

dz A dz = 0, dzAdz=0, dz A dz =- dz Adz, 
这 里 
dz = dx +idy, dz = dx- idy. 
所 以 
dz A dz = (dx - idy) A (dx + idy) 

=-idy A dx +idx A dy 
214χ A dy 

= 2idA, 
这 里 ,d4 为 二 维 面积 元 素 . 如 同 实 的 情形 那样 , 定义 零 次 外 微分 形式 为 函数 
f(z,z) ;一 次 外 微分 形式 为 w1dz + odz, XE ωι.ω; 为 z,z 的 函数 ;二 次 外 微分 
形式 为 wodz A dz, 这 里 wo 为 z,z 的 函数 ;定义 外 微分 算 子 d, 它 作用 在 外 微分 形 
式 w 上 ,定义 为 


Il 


dw = Bw A dz + ðw A dz, 
这 里 3,5 与 (3.4) 式 中 的 定义 相同 .显然 也 可 以 证 明 ddw = 0 对 任意 外 微分 形式 mw 
都 成 立 . 于 是 , 复 形 式 的 Green 公式 为 
定理 2 若 w = widz + wzdz HRA 上 的 一 次 外 微分 形式 , 这 里 ， 
wi = wil ZZ), w2 = welZ5Z) 均 为 z,z 的 可 微 函 数 ， d 为 外 微分 算 子 ， 即 d = =ort 
3, 这 里 ,d,3 与 3 由 (3.4) 式 定义 . 记 0 的 边界 为 32 , 则 
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w = Ιάω. (4.1) 
δω ` 
Ω 


证 明 Æo  ξι tiho: = ἔ; + i, XE, δι, Τι, WHA 
数 .于 是 

w= widz + wedz 
(61 + im )(dx +idy) + (6; + ij.) (dx -idy) 
[(ξι + &)dx + (-- πι + Mody J+ ifm + ya)dx + (& - &)dy). 


™ dw= Θ(ωιάζ + wadz) + Əlwidz + ωεἆξ) 
= Sdz A dz + zdz A dz + 25147 A dz + Baz A dz 
en 
=[5(2+ ον) (ἐν + ind -3(2 i) + ine) ]2id4 
Ἔα ag 3 ἃ θα 


由 Green 公式 ,显然 有 
| CE + Edr + + dy -[-4 Zon -m - 2G + 60) JaA 
及 
[αι + 9,)dx + (ξι - &)dy τε — z) On + a) |d4， 


所 以 (4.1) 式 是 成 立 的 . 
公式 (4.1) 在 高 维 复 欧 氏 空 间 上 也 成 立 ,在 复 流 形 上 也 成 立 , 所 以 这 是 一 般 形 
式 的 特例 ,这 个 一 般 形式 也 叫做 Stokes 公式 .公式 (4.1) 是 下 一 章 的 出 发 点 之 一 . 


1.5 复数 级 数 


此 外 ,我 们 可 以 看 到 微 积 分 中 的 级 数理 论 有 一 部 分 也 可 以 无 困难 地 推广 到 复 
数 域 . 
。17 。 
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例如 ,函数 序列 {( 刻 (z)) ERE ECCO 上 一 致 收敛 于 f(z) 是 指 , 对 任 给 的 
e > 0, 一 定 存在 一 个 只 依赖 于 s ,而 不 依赖 于 z 的 mo ,使 得 对 所 有 的 n > no 和 所 有 
的 z EE, 都 有 
| fx€z) - [(α} |<e. 
如 同 在 微 积分 中 一 样 ,可 以 证 明 : 
一 个 一 致 收敛 的 连续 函数 序列 ,其 极限 函数 本 身 也 是 连续 的 . 
Cauchy 判别 准则 函数 序列 {f(z)} 在 集合 EC C 上 一 致 收敛 的 充 要 条 件 
是 :对 于 任 给 的 e 二 0, 一 定 存在 一 个 只 依赖 于 e ,而 不 依赖 于 z 的 no ,使 得 对 所 有 的 
m,n 之 no 和 所 有 的 z E FE, 都 有 
| fm (Z) — [ι(α) |<e. 
Weierstrass M- 判别 法 = 若 函 数 项 级 数 
fiz) + falz) tee + falz) toe 
在 集合 ESC 上 定义 ,ai + as + a3 + … 为 一 正 项 级 数 . 若 存在 no 及 常数 M >O, 


X n > mo 时 ,对 所 有 zE 巨 使 得 | f(z) |< Μα, 都 成 立 .如 果 级 数 2) a τος, 


>) faz) HE E KA 
ο. 


ao + aiz + azz? tot az" te, (5. 1) 

有 如 下 的 

定理 3(Abel 定理 ) ”对 于 稳 级 数 (5.1) ,存在 一 个 数 尺 OK RO) KHE 
的 收敛 半径 ,具有 下 列 性 质 : 

D 对 于 每 一 个 使 | z |< R 的 z, 级 数 绝对 收敛 . R OS e< R, 则 对 于 
| z | 和 2, 级 数 一 致 收敛. 

(2) WR z WE |z > 尺 , 则 级 数 的 项 无 界 , 级 数 发 散 . 

(3) 在 | z | 过 民 内 ,级 数 的 和 是 一 个 全 纯 函 数 , 它 的 导数 可 以 通过 逐 项 微 商 求 
得 .所 得 的 级 数 与 原 级 数 有 相同 的 收敛 半径 . 

圆 | zl R 称 为 收敛 圆 .在 收敛 圆周 上 ,收敛 性 不 一 定 . R 可 取 为 


1 
R= 9 (5.2) 
lim sup V| an | 


这 称 为 收敛 半径 的 Hadamard 公式 . 
“MR = 0 时 ,级 数 (5.1) 除了 z = 0 点 外 是 发 散 的 ; 
MR = co 时 ,级 数 (5.1) 处 处 收 化. 
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现在 来 证 明定 理 3. 
Νο Ὁ ΠΠ 


式 ,存在 一 个 πο» ΕΕΊΒ n > πο ΒΗΘ | an | 一 方 , 即 | a, <A n > no 
时 , | anz” | < (H Ζ L)", 由 于 (H Ζ Τ᾽ “4 | z |< 时 收敛 ,由 Weierstrass 


M- 判别 法 知 , > anz" 绝对 收敛 .为 了 证 明 级 数 在 | z | 过 (e 二 Κ) 中 的 一 致 收 


SHE BER on ,使 得 < o RMF n > m, | anz” [< (G) 成 立 ,由 
Weierstrass M- 判别 法 , 知 级 数 (5.1) 在 | z |< e 中 一 致 收敛 . 
WR | z > R, 取 p 使 得 R <e<| z |. FS < RARE n 及 子 列 


) ,使 得 当 mi > nz 时 ,| am, [> Fo | an > .于 是 有 无 穷 多 个 n, 
使 | a2" | > (H) , 帮 级 数 项 无 办 


级 数 naz" ο νο σαν 
对 于 |z | 过 RR, 记 


f(z) = Dyanz" = δι(2) + Ri(z), 


这 里 . 
Sa (z) = Ao tayztet+a,12"', R,Cz) = Saiz. 
y ken 
fiz) = ST naz" = limS. (2), 
要 证 明 f(z) = f(z). E 
取 0 <e < R AERRE— K zo, | zo |< ρ. 由 于 
PDF peys (SRS) αρ) 


Z - Zo Z— Zo 


R,(z) - R, (zo0) 


Z— Zo 


+ (Sn Czo) — [ι(2)) + 
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若 z 关 zo; 且 |z | 二 Pp 二 R; 则 上 式 右 边 最 后 一 项 可 写 为 
Sja, Cz 十 zE? zo + s.. + Zk? 十 zo*-1), 
kan 


故 


| < Uk | αι | ek, 
Ζ Ζο k=n 


这 是 一 个 收敛 级 数 的 余 项 , 故 存在 n% n 之 ns 时 ,有 
R,(z)— R,(zo) <£ 
Z— Zo 37 
由 于 f(z) = limS (z) , 故 存在 714 使 得 二 ns 时 ,有 | 5, (20) - 户 (z) |< 
e/3. REGEN n > nn > πι, 由 微 商 的 定义 , 可 以 找到 8 > 0, 使 得 当 0 一 
| z = zo |< ò tt, Æ 


Sa Cz) 一 Sn (Zo) Sa’ (ο) 
Z — Zo 


综合 上 面 各 式 , 得 到 : 当 0 <| Z — Zo |< ὃ 时 ,有 


£ 
ΚΕΙ 


| @ Ξ Γεω pales. 
这 就 证 明了 f (zo) = fi (zo). ΛΕΒ 3 证 毕 . 
这 种 推理 可 重复 进行 ,得 到 
fP (2) = kta, 十 Ck Planz + (k Plaaz 十 …， 


对 任意 正 整数 上 都 成 立 .由 此 可 得 a, μι , 故 寄 级 数 可 以 写成 
ο = fO ο... PO ae + 

这 是 Taylor-Maclaurin 级 数 .这 是 在 f(z) 具有 一 个 震级 数 展开 式 这 个 假定 下 证 明 
的 , 即 如 果 展 开 式 存在 则 唯一 确定 . 在 下 一 章 中 将 证 明 :每 一 个 全 纯 函 数 都 具有 一 
个 Taylor 展开 式 . 

最 后 ,叙述 两 条 有 关 函 数 项 级 数 的 结果 . 

定理 4 (1) 若 {f,(z) (n= 1,2,…)) 在 集合 4 上 连续 , 且 > Ju(z) 在 4 上 
一 致 收敛 到 f(z), 则 f(z) 在 A 上 连续 

DEO Cm = 1,2,…)) 在 可 求 长 曲线 7 上 连续 ,是 fao E y E— 
致 收敛 到 f(z), 则 

. 2). 
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| faz - DI feaz. 


这 两 个 结果 与 微 积 分 中 有 关 函 数 项 级 数 的 定理 是 完全 一 样 的 ,证 明 也 是 一 样 
的 , 故 证 明 从 略 . 


1.6 初等 函数 


在 微 积 分 中 ,初等 函数 是 由 三 类 函数 以 及 它们 的 复合 函数 所 构成 的 .这 三 类 函 
BE: 

(1) RAA SUN. ARDARA; 

(2) 三 角 函 数 及 其 反 函数 ， 

(3) 指数 函数 及 其 反 函 数 , 即 对 数 函 数 . 

在 复数 域 中 如 何 定义 这 三 类 函数 ?有 些 是 容易 做 到 的 ,例如 ,对 于 多 项 式 只 要 
将 实 变数 换 成 复 变 数 即 可 . 但 另外 一 些 函 数 , 如 sinz, 当 z 是 复数 时 ,这 是 什么 意 
义 ? 又 例如 ο’, ἡ z 是 复数 时 ,这 又 是 什么 意义 ?这 些 必须 重新 定义 , 既 要 有 确切 的 
意义 ,又 要 当 变 数 为 实数 时 与 原来 的 定义 相 一 致 . 一 个 自然 的 想法 是 用 级 数 
来 定义 . 

若 ν 为 实数 , 则 


十 分 自然 地 去 定义 


但 是 ,我 们 知道 
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所 以 就 有 
e? = cosy + i siny. (6.1) 
这 就 是 著名 的 Euler 23%. 
这 就 建议 :对 于 任意 的 复数 z=x+iy, 定 义 
€*=e*(cosy+isiny). (6.2) 


于 是 , (6.1) 式 是 (6.2) 式 的 推论 . (6.1) 式 是 非常 重要 的 公式 , 它 告 诉 我 们 指数 函数 
与 三 角 函 数 之 间 是 可 以 相互 表示 的 .由 (6.1) 式 即 得 
οὗ Γεν ， . εὐ-ο; 
οο5γΞ---ῃ--» siny= οι 
由 此 建议 我 们 :对 于 任意 的 复数 z =x+iy, 定 义 


eZ + e # . 
COSZ = 2 , sinz = 


eZ 一 ez 


(6.3) 
当然 由 此 可 以 定义 :tanz = oz, 等 等 .由 (6.3) 式 立 得 , 若 y 为 实数 , 则 costy) = 
coshy,sin(iy) = isinhy. 

由 定义 (6.2) 可 以 定义 ez WRB Ln z, 这 可 以 定义 为 :满足 e”= z 的 复数 w 
称 为 z 的 对 数 , 记 作 Ln z. 同样 , 由 定义 (6.3) 可 以 定义 cosz 及 sinz 的 反 函 数 
arccosz 及 arcsinz 等 . 

SFR z" , 当 a 为 整数 时 ,其 意义 是 明确 的 .对 于 任意 的 复数 a, 十 分 自然 
地 可 定义 

w = σα = ez, (6.4) 
由 (6.2)、(6.3) 及 (6.4) 定义 的 函数 的 性 质 , 下 面 还 将 进一步 讨论 .但 从 这 里 可 以 
看 出 , 微 积分 中 看 来 互相 不 相关 的 三 类 初等 函数 ,在 复数 域 中 成 了 一 类 , 即 指数 函 
数 及 其 反 函 数 ,而 三 角 函 数 及 其 反 函 数 、 客 函数 及 其 反 函 数 均 可 以 由 此 来 表达 .之 
所 以 能 这 样 做 ,关键 的 一 步 是 公式 (6.1), 即 Euler 公式 ,这 是 一 个 十 分 深刻 的 公式 . 
例如 , 当 y = x 时 ,(6.1) 式 成 为 ex = 一 1, 这 是 联系 了 数学 中 四 个 重要 的 常数 e,x， 
i, 一 1 的 一 个 公式 .又 例如 ,有 用 的 De Moivre 公子 

(cosy + isiny)” = cosny + isinny 

EG. D 式 的 自然 推论 等 . 

下 面 来 看 看 这 样 定义 的 初等 函数 的 性 质 . 

先 看 指数 函数 ,由 定义 (6.2) 立 得 

(1) 指数 函数 不 取 零 值 ,ez 4 0. 这 是 因为 | 时 | = 650. 

(2) 对 于 任意 zi = χι + iyi: = χε +iyz,， 有 ee2 = enta RAW 
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eae% = ΕἼ (cosy; + isiny e*? (cosy. + isinys) 
= e172 (cosCy, + γι) +isinCy + yz)) 
= οι 1, 
(3) ez 以 οπὶ 为 周期 .这 是 因为 e = 1. 
(4) e 在 C 上 全 纯 , 且 (e*)” = 时 .这 是 因为 由 (6.2) 式 ,得 


μίχ»γ) = e*cosy, v(x,y) = e*siny, 


BL 

Uy = Vy = ercosy， Uy =— Vy = — e*siny 
都 是 在 C 上 的 连续 函数 ,由 定理 1,e’ FEC 上 全 纯 , 且 

(e) = u, tiv, = ercosy+iersiny = e. 


以 上 可 见 , 在 实数 域 中 ο’ 的 主要 性 质 在 复数 域 中 依然 成 立 . 

如 果 将 w = f(z) 看 做 由 z 平 面 上 一 个 区 域 到 w 平面 上 一 个 区 域 的 映射 ,映射 
称 为 单 叶 的 ,如 果 映 射 是 一 对 一 的 . 

(5) ο” 的 单 叶 性 区 域 , 即 在 怎样 的 区 域 上 ο’ 看 做 映射 可 以 建立 起 一 一 对 应 . 

Wz, - xi+iyyzs = xz + iy: HE e% = ez 成 立 , 即 - i 

e“ (cosy, + isinyl) = ον (cosy: + isinyz) 

成 立 ,也 就 是 ene = eve? 成 立 . 因 此 ,xl Ξ χλ»γι = yo + 2kr, Bll Ζι - z: = 
2Kri, 其 中 大 为 整数 . 取 带 域 2Kr<y<2GK+1)r (kK =0, +1, 土 2,…) 作 为 es 
的 单 叶 区 域 , 例 如 取 z = xiy O< y< 2m), Me? 将 此 带 域 单 叶 地 映 为 C 上 去 
掉 正 实数 轴 的 域 E = C\{z | 2:0). 

(6) 由 指数 函数 的 性 质 (4),(e*) = ez , 立 得 e 的 Taylor 级 数 

e=1t+Z (tate Bae 

由 Hadamard 公式 ,这 个 IAAT. 

PEATE ΙΕΚ EIA R De PES, PAT AES. 

MF z AO WE ο’ = z 的 复数 w 称 为 z 的 对 数 , 记 作 Ln z. 由 于 指数 函数 的 
周期 性 ,Ln z 是 (无 穷 ) 多 值 函 数 . 


设 


z= τε, w=utiv, 
则 
erti” -- re’, 
得 到 ex = r,v = 0+ 2kx (K 为 整数 ). 所 以 


w= lInr+ (6+ 2kn)i, 
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或 记 作 
w=Lnz=In|z|+iArgz, 

这 里 ,Arg z = 6+ 2kx 为 z WAHA. 

对 数 函 数 有 性 质 

Ln ziz: = Ln zı + Ln zz, 

这 是 因为 Arg zız: = Arg zl + Arg zz. 

由 对 指数 函数 的 讨论 知道 , 若 在 域 D: C\{z | 25:0) 上 ,z KAARE < 
arg z < 2r, 那 么 函数 w = Lnz 的 第 kk DE wz) = Lanz) = In| z | + 
i (arg 2 12Κπ) (k = 0, 土 1, 十 2,…) 把 DD 单 叶 地 映 为 平行 于 实 轴 的 带 域 E; 
2ka<v<2(k + 1)x. 它 们 都 是 指数 函数 z = ο’ 的 反 函数 , 且 在 域 D 内 全 纯 , 并 


HE wk = =A wo(z) = Ln® (z) = Ln | z |+ i arg z X Ln z WERS, w 
作 ln z, Bp 


Inz = In| z |+iargz. 
一 般 地 ,arg z 的 取 值 范围 也 可 以 是 
-a Kargz <2r-a (ΌΞα-«2π). 
再 看 三 角 函 数 ,由 定义 (6.3) 立 得 
(1) cosz,sinz ÆC 上 全 纯 , 且 
(sinz)’ = cosz, (cosz)’ =- sinz. 
(2) cosz sinz 以 27 为 周期 , 即 
sin(z + 2x) = sinz, cos(z + 2π) = cosz. 
(3) cosz ABRA sinz AAA, Bp 
εἰπί- z) = 一 Sinz， cos(— z) = cosz. 
(4) 和 角 公 式 成 立 , 即 
sin(zı + z2) = 5ίπΖιζοδΖ» + coszısinzz, 
COS(Z1 + Z2) = COSZ1COSZ2 — sinz sinzz. 


(5) cosz 5 sinz 的 基本 关系 式 


sin2z + cos2z = 1, sin - 2) = cosz 


(6) sinz 仅 在 z = kx 处 为 零 ,cosz 仅 在 z = 3 + Kx 处 为 零 ,这 里 ,k = 0,41, 
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以 上 可 见 ,实数 域 上 定义 的 sinx,cosx 的 主要 性 质 在 复数 域 上 依然 成 立 . 但 是 ， 
cosx,sinx (x 为 实数 ) 与 cosz ,sinz (z 为 复数 ) 还 是 有 不 同 之 处 . 

(7) | sinz | 与 | cosz | 是 无 界 的 .这 是 由 于 性 质 (4) ,得 

| sinz |? =| sin(x + iy) |? = | sinxcos(iy) + cosxsin(iy) |? 
= | sinxcoshy + icosxsinhy |? = sinh’ y + sin’ x, 
这 是 一 个 无 界 函 数 .同样 
| cosz |? = cosh? y - sin? x, 

这 也 是 一 个 无 界 函 数 . 

(8) sinz 与 cosz 的 单 叶 性 域 . 


先 考察 w = cos = ο 这 是 三 个 函数 = iz, = ew = 


去 ($+ 志 ) 的 复合 .第 一 个 函数 只 是 旋转, 故 映 射 处 处 单 叶 .第 二 个 函数 单 叶 的 充 


要 条 件 为 :平面 上 的 域 不 包含 满足 62 - § = 2kri 的 两 点 和 ,人 ,这 里 大 为 整数 ， 
此 即 为 :在 z 平 面 上 的 域 不 包含 z: - 22 = 2Kr 的 两 点 .第 三 个 函数 单 叶 的 充 要 条 件 
为 : 在 5 平面 上 ,不 包含 δι ξ; Ξ1 的 两 点 ξι 与 ξ; ,在 2 平面 上 就 是 不 包含 满足 条 件 
eie e72 = 1, 即 zl +z: = 2Kr 的 两 点 .因此 , 带 域 0 一 Re z<r 就 可 作为 cosz 的 
单 叶 区 域 . 

E = iz 将 0 二 Rez 二 x 单 叶 地 映 为 0 二 Im zz 二 x,$ =e 又 将 后 一 带 域 单 叶 


WRI EPH Imt > 0, 最 后 w = 去 ($+ 二) 又 将 上 半 平 面 映 为 除去 实 轴 上 


προ -μς«- 1fll<u<t+ oo 的 整个 w 平 面 , 即 w = cosz %0 < Rez < rH 
叶 地 映 为 w 平面 上 去 掉 一 二 wu 二-1,v= 0 及 1 过 二 + cv = 0 的 域 . 
同样 可 以 考虑 w = sinz,w = tanz 等 . 
由 定义 (6.3) ,得 到 cosz 及 sinz 的 Taylor 展开 式 为 
cosz = σπα. 
3 5 了 
π.μ 
由 Hadamard 公式 ,这 三 个 级 数 是 在 全 平面 上 收敛 的 . 
再 来 看 看 反 三 角 函 数 . 先 看 w = arccosz, 即 cosw = z. 由 于 


cosw = Lee +e™) = z, 


sinz = z 


这 是 ew 的 二 次 方程 ,有 根 e”* = z+ Sz? - 1.8) 
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w = arccosz =-— i Ln(z + Vz:—1) 
=+iLn(z+ wz -1). 
所 以 arccosz 有 无 穷 多 值 , 这 反映 了 cosw 的 周期 性 . 另 一 方面 ,arcsinz 可 定义 


为 3 — arccosz. 


Ba Ἡ Ae KA. 
由 定义 (6.4), 若 w = a + ib, Wl 
Za = eez = 人 Ca+ib)[In|z|+ 这 arg z+2kx)] 


一 elnlzl- blarg z+2kn) iLbln| z|+aCarg z+2kn) J 
.. ? 


ec 


这 里 ,k 为 任意 整数 . 记 


一 - + 
οι = eemlz| blarg z+2kx) ， 


6, = pn|lzl+aGargz+2Kr)， 


则 
w= z= pe, | w |= ρε. 
因此 ,者 b 关 0, 则 w = 2: RAHA A b = 0, 则 a 为 实数 a, 而 
w= σα- eolnlzlei(arg z+2kma = | z [4 eaCargz+2km)i . 


这 时 ,z* 的 值 都 在 圆周 | w | =| z 1 上 ,所 以 
(1) a= a = n 为 整数 时 ,z* = 2" 是 单 值 的 ; 


ze 一 eg inlz! gig (arg 2) =|2z |2 οἴ πε: gig 2ke | 


由 于 如 2kx 仅 当 k = 0,1,2,…,g 一 1 时 ,这 g 个 值 关 于 2x 是 不 同 余 的 ,而 k RE 


他 值 ,其 相应 的 值 均 与 上 述 α 个 值 中 的 某 一 个 关于 2r 是 同 余 的 , 故 对 于 给 定 的 z, 
z: 只 有 9g 个 不 同 的 值 ; 
(3) 4a = a 为 无 理 数 时 , zs 为 无 穷 多 值 函数 ， 


J 题 1 


1. 用 公式 (1.9) 来 验证 :Newton-Leibniz 公式 ,Green 公式 ,Stokes 公式 以 及 Gauss 
AÑ. 
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2. (1) 求 下 列 复数 的 模 及 辐 角 的 主 值 : 

Ci) 21; ([1}1-1; cij) 3 + 4i; Civ) —5 4+ 12i. 
(2) 求 下 列 复 数 的 值 : 
(ij)(L+3i)3; (1) 2 


Da 


Gili 2 I; (iv) (1L+iD +0 -D" (n 为 正 整数 ). 
(3) 求 下 列 复数 的 绝对 值 ; 
， . , . ， (4 -- 3ἱ)(3 -- 1) 
Cj) -3i -DB - 21) (1 +i); D ρα τα: 
3. BHit#O-D*d+D,i#: 
T .. 1 
4 二 4arctan 5 arctan 530° 
4. #@zraxtiy xy 为 实数 , 求 下 列 复数 的 实 部 与 虚 部 : 


Dl, (γα l+z cy z 
Cl) Ss Ci) Ζ΄; Τσ) OV TFT 
5. 解 二 次 方程 

27 -ί(α 1182 1 γ -1ϑ = 0， 
3. Ἐ,α,β,γ.ὃϑ 为 实数 . 
6. 设 ijz|=r 汪 0, 证明 : 
_1 rr _1/,_f 
Rez=5(z+7), Imz = 5.(2 =). 
7. 求证 : (D #lal<l,|b/<1, ο 
(2) 车 ο ο ου μα... 
时 成 立 的 情形 . 


8. 证 明 复数 形式 的 Lagrange 等 式 
站 
由 此 导出 复数 形式 的 Cauchy FER . 
> <la lÐ ibp, 
HUW ERAS RLY DRY ar FOR = Lean) REH. 

9. 证 明 :aivaa，vas 为 等 边 三 角形 的 顶点 当 且 仅 当 
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ay? + ay? + a3? = aiaz + αλα + ἄλαι. 


10. EH: BK aby 共 线 的 充 要 条 件 为 


α α 1 
B 8 1|=0. 
yy 1 


1. 求 1-i4+3i 在 Riemann RB S? 上 所 对 应 的 点 . 

12. # zl,zs 为 复 平 面 C 上 的 两 点 ,对 应 于 Riemann RH 5’ 上 的 两 点 为 一 条 
直径 的 两 个 端点 , 当 且 仅 当 ZiZ2 三 一 工 . 

13. 证 明 圆 周 的 方程 为 41zl?+Bz+BztC=0, 其 中 ,4,C 为 实数 , 且 | Β | 
> 4C. 并 证 明 上 述 圆周 在 Rieman 球面 8$ 上 对 应 的 像 是 大 圆 当 且 仅 当 4+C = 0. 

14. 设 d(ztyzz) 表 示 C 中 两 点 ziyzs 对 应 于 Rieman RH 5’ 上 两 点 Ζι.2; 
之 间 的 球面 距离 ,证 明 ， 


2 | z1 — σε | 
d(z1,22) = (z1»Z22 € C); 
L απο Dalz D 7 
2 
dlzi) Ξ --------- (EC). 
i wT+| z |? i 
15. 说 明 下 列 关 系 式 的 几何 意义 : 
Ci) σκι (zl Æ z2); 


(ii) Re% = 0 (2,42); 


之 一 22 
κ Ζ Τι x, 
CH) 0 < arg 二 一 43 


Civ) |z+elt+|z-c|<2a (a>0,|cl<a). 

16. 证 明 复 平 面 上 的 Heine-Borel € #2 .Bolzano-Weierstrass 定理 . 

17. 证 明 : 序列 2, EC (n = 1,2,…) 收敛 到 点 zoEC 当 且 仅 当 序 列 
Re Zn Imz, (n = 1,2,…) 分 别 收敛 到 Re zo,Im zo. 

18. 证 明 : (1) # limz, = a,limz," = þ, N 


n= œ 


(2) 由 此 导出 : 若 limz。 = A, il 


_ 1x 
lim = >) zrznk = ab. 
k=1 


lim Lea +z +-+ z) =A. 


nwo 
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19. 讨论 下 列 函数 的 可 导 性 : 

Ci) f(z)=|z|; (ji) f(z) = Z; (1) f(z) = Rez. 

20. # g(w) 及 f(z) 都 是 全 纯 函 数 ,证 明 g(f(z)) 也 是 全 纯 函 数 . 

21. (1) 车 函数 f(z) ERD 内 全 纯 , 且 f(z) 在 域 刀 内 恒 等 于 零 , 则 f(z) 在 
D 内 为 常数 . 

(2) 若 函 数 f(z) 在 域 Ὁ 内 全 纯 , 且 满足 下 列 条 件 之 一 : 

(ij) Re f(z) 在 DD 内 是 常数 ; 

Ci Im f(z) 0 内 是 常数 ; 

ο | fo | Æ D 内 是 常数 ; 

Civ) arg f(z) Æ D 内 是 常数 ， 
N f(z) 在 DD 内 是 常数 . 

22. 车 函数 f(z) = & +iv 是 全 纯 函 数 , 且 了 (z) 关 0, 则 曲线 μ(χ»γ) = cl 与 
νίχ»γ) = Co 正 交 , 这 里 ,ci,Cz 是 常数 . 

23. 证 明 : (1) 在 极 坐标 下 

f(z) = ulr,0) +iv(r,0), z = r(cosé + ising), 


则 C-R 方程 为 


且 
7 - 了 
Γ() = 7 (Cu, +iv,). 


(2) #it f(z) = R(cos¢ + ising), 0) C-R 方程 为 
OR -_ Ro OR __ p, 
or r 90 90 or 
24. HBR f(z) = μ(χ»γ) τινίχ»γ) (z=xtiy) ER Ρ AAA, H u, 
v atx, y BY Jacobi 行列 式 为 


Ux Uy 


J= =| f(z) 12 ， 


Vx Vy 
并 给 出 其 几何 意义 . 
25. 计算 : 


Ci) | zaz, 这 里 ,z = x +iy,y 为 由 0 到 1+i 的 有 向 线段 ; 
γ 
(1) | |z-l1||dz|,z#,y(t) =e O<t<2n); 

Y 
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Ci) | Hazy = a + REOS 1 «πια 为 一 个 复 常数 ) ， 
Y 


26. (1) È cos(x +iy),sinCx + iy) HEREHERE, xy 为 实数 . 
(2) 证 明 : 
sin(iz) = isinhz， cos(iz) = coshz， (sinz)’ = cosz, 


cos(z, + Z2) = COSziCcOSzy 一 sinz sinzz. 
27. 求 sini,cos(2 +i), tand + i),2',i',(— D”, In 一 3i) ,arccos 工 (3 + i) 
的 值 . 


28. (1) 当 z= a, - Soi tt R ez 的 值 . 


(2) 若 ez = i, 求 z 的 值 . 
29. 确定 zz 的 实 部 与 虚 部 ,这 里 ,z = x + iy. 
30. 证 明 z = 4 的 根 是 正 多 边 形 的 顶点 . 
31. 证 明 : 
(1) Cauchy 判别 准则 ; 
( 1) Weierstrass M- 判别 法 

在 复数 域 上 都 是 成 立 的 . 


32. 求 出 2 anz” 的 收敛 半径 , 若 ， 


(1λα,-α Daran; (Ciy) ayant, 

33. 证 明定 理 4. 

34. # f(z) 在 C 上 全 纯 ,f(0) = 1. 证 明 : 

(1) ΓΩ) = f(z) 对 每 个 z EC 都 成 立 , 则 f(z) - ο’. 

(2) 若 对 每 个 zE C 及 每 个 wEC, 有 f(z+w)= f(z)f(w), 且 (0)=1， 
MW f(z) = ο. 

35. # f EC\C © 0] PAS, fC) = 0,4 #,C\(- © ,0] 表 示 C 去 掉 线 段 
(一 © ,0j (下 面 还 要 用 这 种 记号 ,不 再 说 明 ). 证 明 : 

(1) 车 对 每 个 z E CNC &,0], f(z) =e? REM] f(z) = Inz. 

(2) 若 对 每 个 zE C\(- οο,0] ΚΘ} ν ΕΟ, 1 οὐ), [(Ζνν) = f(z) + fw) 
RAFO) = 1, 则 f(z) = 117. 


36. ο ο , 则 下 面 四 个 域 都 是 9 的 单 叶 性 区 域 ， 
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Cj) E## mize C|Imz>0}; 

(jj 》 下 半 平 面 {iz € C|Imz<0}; 

([} 无 心 单位 图 D(C0,1)\(0), 这 里 ,DC(0,1) 表示 以 原点 为 中 心 ,1 为 半径 
ay κ 10 [aE 3 

(iv) 单位 圆 盘 的 外 部 {z €E C || z|>1). 


37. 求 上 题 中 的 四 个 区 域 在 映射 9(z) = 去 (z + >) Fe. 


38. 证 明 下 面 三 个 域 都 是 cosz 和 sinz 的 单 叶 性 域 : 

CO 条 形 域 {z EC Ο|θε-ΒοξΖ- θὲ πὶ; 

(ii ) 半 条 形 域 {fz E Οἱ Oy <Rez< 6 + 2x,Imz > 0}; 

CD HAERE ClO < Rez < +2r, Imz <0}, 2E, 6 为 一 个 固 

39. 证 明 w = cosz 将 半 条 形 域 {z E C|\0O<Rez<2xn,Imz>0} Bde 
为 CNL-1,，+ œ). 

40. 证 明 w = sinz 将 半 条 形 域 {z EC [το <Rez <% 2 „Im ζ750) 单 叶 地 
hy EEE. 

. 证 明 Ὀ(0,1) Æ f(z) = Gea? 的 单 叶 性 区 域 ,并 求 出 fC DCO,1)). 


42. Ἡ 2 按 逆 时 针 方向 沿 圆周 《 --- } 旋转 一 圈 后 ,计算 下 列 函 
辐 角 的 增 量 : 


Ci) (zo— 113: (fi) 2103; (iii) (2? + 2z - 3X4; 
᾽ z-1 1/2 σὲ --1 177 
(ν) (234) ; cv) (ἔστε) 


43. È f(z) 为 区 域 U 上 的 单 叶 全 纯 映射 , 则 Ο 的 面积 为 
| Πω} Paxay. 

44. 证 明 : βίαν} 和 {b,) BEAM: 

Ci) (Sa) 有 界 ,这 里 S, = Vas 

Ci) limb, = . 


({1} Σ) | ba — bm [<+ ο, 
n=l 
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WRAY ab, 收敛 ,并 验证 这 是 实数 项 级 数 的 Dirichlet 判别 法 和 Abel 判别 法 的 
推广 . 


45. 若 Dia, ZARATAK Him Ya] = qM 
(1) 者 4g <<, 则 Da 绝对 收敛 . 
(2) # q> Lil Ya, 发 散 . 


46. Žan € C\{0} (n= 1,2,- > 


= 9q ,如 果 g <1. Da, 绝 
对 收 伍 . 试 讨论 当 g 之 1 时 级 数 a, 的 收 化 与 发 区 性质 . 


Anti 


47. Ha, Ε C\{0} (n= 1,2,.…)， lim 


Antl 
an 


二 1, 证 明 : ΩΙ 


Γη 
<- ΠΠ 绝对 收敛 (Raabe 判别 法 ). 
n-1 
48. 若 an(n = 0,1,2,°**) 为 正 的 单调 收敛 于 零 的 数列 , 则 
(1) Sanz" 的 收敛 半径 尺 之 1 
(2) yaa" Æ ΘΡ(Ο, ΛΚ} ΕΔΑ ΚΑ, 这 里 ,3D(O,R) KRW 
D(O.R) 的 边 界 , 即 以 O 为 中 心 ,R 为 半径 的 圆周 . 


49. 证 明 : FARD an(Z 一 Z0)" ΛΕΙΑ ΒΑΡ 上 一 致 收敛 , 当 且 仅 当 它 
在 DD 上 一 致 收敛 ,这 里 ,zo E€ C 为 一 个 固定 的 点 ,D 表示 六 的 闭 包 . 


50. 3:38 AA Danz" = f(z) 的 收 化 半径 为 1,zo E€ 3D(0,1). 证明: # 
n=0 


limna, = 0, 3+ E limfCrzo) 存在 , 则 >》)anzo” KK Τ limf (ηχο). 
n=% 7 一 n=0 n—= œ 


. 3). 
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第 2 章 Cauchy 积分 定理 与 Cauchy 积分 公式 


2.1 Cauchy-Green 公式 (Pompeiu 公式 ) 


Cauchy 积分 理论 是 复 变数 函数 论 中 的 三 个 主要 组 成 部 分 之 一 .有 了 Cauchy 
积分 理论 , 复 变 数 函 数论 才 形 成 一 门 独立 的 学 科 , 并 由 此 导出 一 系列 在 微 积分 中 得 
不 到 的 结果 . 

先 从 Cauchy-Green 公式 开始 ,这 是 上 一 章 中 的 定理 2( 复 形式 的 Green 公式 ) 
的 直接 推论 . 

定理 1(Cauchy-Green 公式 ,Pompeiu 公 式 ) 车 UCC 为 有 界 域 ,有 CC! 边界， 
即 边界 为 光滑 曲线 ,f(z) = u(x,yy)+iv(x,y) € CU), BI ε(χ, y), v(x, y) E 
U 上 有 一 阶 连 续 偏 微 商 , 则 

ro dj fS ap gas 


_ 1l ) 1[ο9ί(ζ) pis 
-+l feat Lja r «ρα. (1.1) 

证 明 ”在 z 点 的 附近 作 一 个 以 z 为 中 心 ,s Zo A RRNA Ὀ(2.ε). Η. 
D(z,e)CU. 记 Uz = UN\D(z,e). 在 U0U,,。 中 考虑 微分 形式 


ας 
一 Zz 
则 由 第 1 章 定理 2( 复 形式 的 Green 公式 ) ,得 到 
|. KDat - fo. ppa. Jel fab) 
-z 


由 ds 的 定义 ,得 
。33 。 


第 2 章 Cauchy 积分 定理 与 Cauchy 积 分 公式 ΟΟΟΌοοοοὄσὄσώὄώσσσσσσἒσ 
[ ΠΟ [ (a + ay (EELE) 
U,,e 


-ee Je 的 


由 于 
a( Ode). 8 (£2 lary at -ο, 
以 及 
{94}, a jab nat 
TiS (gay) = 0, 故 
5(f(OdE 
ο. 
因此 
[αι KDat) [3 əf . af Aat 
另 一 方面 ,由 于 


f Kerf ED Κων ας 


801, ε) -z aie E-z 
im AR, FCO) ε C1(0), 故 存在 常数 c ,使 得 
fO- f(z) |<e | -2z| 
在 9D(z,e) 上 成 立 , 于 是 
-. Saate = Z || ἀξ! = nec. 


X e 一 0 时 ,上 述 积 分 趋 于 零 .而 当 纪 3DC 时 ,5 可 表 为 5= z+ee*(0 之 9 
< 2r) ,于 是 


| [(α}4ξ _ = f(z pf" seido ee "i dd = 2rif(2). 


ƏDi z,e) ζ 一 2 


因此 


f BES -2rif(z) = I% af 4ξ ADE. oc), 


这 里 ,OCe) 表示 一 个 量 , 当 此 量 除 以 omeo 时 ,其 值 趋 于 常数 . 在 上 式 中 令 
e — 0, 即 得 (1.1) 式 . 证 毕 
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由 定理 1, 立 得 
定理 2(Cauchy 积分 公式 ) EUST CHARR, AC 边界 ,f(z) 为 U 上 的 
Κε = zf, Eat. (1.2) 
由 此 还 可 以 立即 得 到 
定理 3(Cauchy 积分 定理 ) BUCCHAAR AC 边界 ,F(z) 为 U 上 全 
ΕΕΣ, A F(z) € C'CU), Ill 
| Fag =0. (1.3) 
证 明 ”不 妨 假设 U 包 含 原点 , 令 f(z) = zF(z), 以 此 代 人 (1.2) 式 ,再 令 z = 
0, 即 得 (1.3) 式 .证 毕 . 
也 就 是 说 ,Cauchy 积 分 公式 可 以 推出 Cauchy 积 分 定理 .当然 ,定理 3 也 可 以 由 
Cauchy-Green 定理 直接 证 明 . 
反 过 来 ,由 Cauchy 积分 定理 可 以 推出 Cauchy 积分 公式 .可 以 这 样 来 进行 :在 


U 中 国定 一 点 z0, 考 虑 Us. (定义 如 前 ). 取 F(z) = LE- ,如 同 证 明定 理 1 那样 ， 


立 得 定理 2. 因 此 ,定理 2 定理 3 是 相互 等 价 的 .而 这 两 条 相互 等 价 的 定理 却 是 复 变 
函数 论 的 重要 基石 之 一 . 

Cauchy-Green 公式 的 另 一 个 重要 应 用 是 解 一 维 的 3- 问题 , 这 将 在 第 3 章 
中 用 到 . 

E 少 为 一 个 连续 函数 ,使 少 夭 0 的 所 有 的 点 的 集合 的 闭 包 称 为 + 的 支 集 
(support) , 记 作 supp ¥. 

定理 4( 一 维 的 5- 问题 的 解 ) AY) CCC), AA RRR NRW 
致 集 , 令 


μία) =- πι] EAE Λαξ, 1.4) 
则 u2) E€ CCC) HA = pea) 的 解 
证 明 ”固定 z€ C, 令 5-z=€, 则 
u(z) = oil ξ Dae A dé. 


由 于 去 TERR SA LTP u (2) 为 连续 函数 , 若 ER, h 7.0. 
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u(z +h) - uz) _ o(E+z2+h) —- φ(ξ- τσ) 
h = mE ΗΝ h dé A dé. 


[ΞΕ z., 4 h — o0} 
PE+t+zZ+ih) -YE+t+z) _ θὐ(ξ 2) 
h of ` 


由 于 YE CCC), 且 有 紧 致 支 集 , 故 


o(E+zt+hy-¥Er+z) ONE+z) 
h of 


xt E Bez 来 讲 是 一 致 的 . ΓΕ] 在 任意 紧 致 集合 上 是 可 积 的 , 故 有 
OU (7) = lim (uz + h) - u(z)) 
Ox 


- il F 1 站 (e+ 2)4ξ A dé 


Ori 


= ο τ i dt Ade, (1.5) 


2πὶ 
这 里 ,5 = atib Ca BE R) 而 这 个 极限 对 C 中 任意 紧 致 集合 的 点 z 来 讲 是 一 致 
re ie Se 是 连续 的 . 同 理 


Ou =- l 1 av Ξ 
ὃν (2) vil (E+ σγαξ A dé 


E 98 
αρ p dE A dê, (1.6) 
ΠΠ 
由 (1.5) 式 及 (1.6) RIA 
= =~ aa) pode A at. (1.7) 


HT oz) ARATE supp ¢ WEE R > 0, (4G suppY TDO, R) = (z | | z| 
< R}. FEBO. D 式 得 到 : 取 e > 0, 则 
μ.μ... | ə% lL- 


Əz 2ri ϱ ΜΝ at g 一 
由 Cauchy-Green 公式 (定理 D 得 到 上 式 右 边 等 于 


bz) -元 | φας, 


2πὶ) aoco,R+e 5 一 2 


ο 3θ. 
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而 


l Φίξ) 
Hl voro g- 79% 


显然 为 零 , 故 得 
aua) = $(z). 
定理 证 毕 . 

TREPO) E C*(C) 有 紧 致 支 集 , 则 由 (1.4) 式 所 定义 的 ulz) E CC), 
RE k JERAR % .同样 显然 的 是 : 若 ία) E C*(C), 其 支 集 为 互 不 相交 的 紧 
集 之 和 (有 限 个 或 无 限 个 ) , 则 定理 4 依然 成 立 . 

定理 4 还 可 以 有 以 下 的 推论 : 


推论 1 Hd) C(O). AMD 在 C 上 绝对 可 积 , 即 | | Ψ(Ό da< o, 


则 由 (1.4) 式 定义 的 μία} E CMC), BHA = %(z) 的 解 ， 


ΕΒΕ GUE (1.4) 式 定 义 的 μ(α) 有 意义 . 
给 定 z E C, 取 以 z 为 中 心 ,a (a 75 0) 为 半径 的 圆 D(z,a), 于 是 


[eae Λαξ = (J + | EE A db. 


[ Oa A at. 


D(z,a) 


先 看 


取 极 坐标 E 
ἀξ A dé = 2i dA = 2irdrdé. 


| PO af A dt = ai | 


Dlz,a) 


于 是 


a iĝ 
ΠΠ ) ,qrdg 


0 
. 2n fa , η 
= zif | Cz + ree drdð. 


由 于 YE CCC) , 故 上 述 积分 存在 . 
再 看 
PO) τς 
pods A dé. 
C\D(z.a) 


由 于 当 5E C\D(z.a) it, | S€-z loa. 
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J eaae J Eas 
C\D(z.a) p a) 
<L, 


故 由 (1.4) 式 定 义 的 ulz) FEC 上 有 意义 . 
再 证 u(z) € CO) paLa = bz) ZEO). 


iz PCED, pal) νε «φις CE) ote 是 C 上 的 常数 值 函 数 1 的 分 解 ， 即 单位 分 解 
(参阅 附录 ) ,对 任意 取 的 R > 0, 由 单位 分 解 的 性 质 , 存 在 自然 数 N, RE n>N, 


supp ¥, 与 5 = 0 点 之 间 的 距离 大 于 R ,这 样 Σ PaE 4 E E D(C0,R) 时 恒 等 于 
FE n=N+1 

yD Dy, (6) 

μία) =- il 一 经 一 一 下 人 


2 
_ ΣΙ _ πο Dae A at) 


2πι. 


$$) 5 TRES) 
-再 | 一 一 和 ἀξ A at. (1.8) 


HF ¢(0¢,(0 有 紧 致 支 集 ， 故 由 定理 4， (1.8) ) 式 右边 的 第 一 项 属于 C1(C). 而 
第 二 项 就 是 


pE) Σ Φ.(Ὁ 
-i f T eat Λαξ, 


C\DO, R) 


当 z € D(0,R) 时 ,上 述 积分 是 7 SAARA UAF C(O). 
因此 , 当 z € DO, R) 时 ,由 (1.4) 式 所 定义 的 ulz) € CC). 


对 (1.8) 式 求 导 咽 , 则 由 定理 4,(1.8) ο» ϕ(Ζ)Φ, (2) = 
项 当 z € DOR) HAE. BY z € DOR) 时 
wu) = ο (z). 
但 当 z € Do Βλ.» No, eG) = 0, 故 当 z € D(0,R) 时 
- 38. 


ωὠωσωσοοσοοσοσΟοΟοΟΟοςοςοοΟοοοΟοοΟοῦο  Ο 2.2 Cauchy-Goursat 定理 
UQ?) -= SY pz) Ylz) = Yz). 
ΘΖ n=1 
HFR 之 0 是 可 以 任意 取 的 , 故 有 ulz) € CC) me = bz) (Ze 


C) .推论 1 得 证 . 
2.2 Cauchy-Goursat 定理 


Cauchy 当初 建立 的 积分 公式 与 积分 定理 就 是 定理 2 及 定理 3 的 形式 . 之 后 
Goursat 去 掉 了 f(z) € CU) 的 条 件 , 成 为 Cauchy-Goursat 积分 公式 与 积分 定 
理 , 从 而 成 为 一 般 通常 应 用 的 公式 与 定理 ， 

定理 2 (Cauchy-Goursat 积分 公式 ) BUCC 为 有 界 域 ,3U 为 可 求 长 简单 
HHR Æ f(z) 在 U 上 全 纯 , 在 UU 上 连续 , 则 有 


-1f fc 
fz) = sf Feta. (2.1) 


定理 3’ (Cauchy-Goursat 积分 定理 ) BUCCHA AM. OU 为 可 求 长 简单 
闭 曲 线 , 若 f(z) EU 上 全 纯 , 在 上 连续 , 则 有 


| Oat = 0. (2.2) 


显然 定理 2 与 定理 3 是 相互 等 价 的 .这 里 只 证 明定 理 3 ,用 的 是 传统 的 方法 . 

引 理 1 设 访 z) 为 在 区 域 GSC 上 的 连续 函数 , 卫 是 在 这 区 域内 的 任意 一 条 
逐 段 光 滑 曲 线 , 则 对 任意 小 的 es 之 0, 存在 一 条 完全 在 G 内 的 折线 P, 使 得 

ΠΣ - ΜΠΕ | <e 

成 立 . 
ΙΕ 在 G 内 取 一 个 闭 子 区 域 D CG, 使 得 厂 CD. 由 于 f(z) 在 G 上 连续 ， 
故 在 D 上 一 致 连续 . 因此, 对 任意 s > 0, 存 在 6 = 6(e), 使 得 对 DD 内 任意 满足 
Iz - 2" | OR, | f(z ) - ](2"} | 过 se 都 成 立 .分 荆 为 n 段 长 度 都 小 于 5 的 
BM so ,51,…,5Sn-1; 且 连接 小 弧 的 端点 ,得 线段 boo ἐν ，…,1;-1，, 这 些小 线段 的 全 体 组 
成 折线 P, 取 e 足够 小 ,使 P 全 在 G 内 ,这 是 做 得 到 的 .以 Zoe Zit Zn 表示 折线 P 
的 顶点 ,由 于 每 一 段 se 的 长 度 都 小 于 6, 故 每 个 弧 段 上 任意 两 点 的 距离 都 小 于 5, 对 
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Le 上 的 任意 两 点 也 是 如 此 .积分 | f(z)dz 有 近似 什 
S = f(z0)Azo + [(ζι)ΔΖι tere + f(zn1)AZn1, 
这 里 ,Az = | dz. 这 也 可 表示 为 


S 二 | f(z dz + Γ flzi)dz tent | f(zn-1)dz. 


于 是 
ΜΠΕΣ -s= [ (f(z) - Ε(Ζο)λάζ + | (f(z) - f(z1))dz 


tert] FO = ferd dz. 
由 于 在 每 段 οι 上 都 有 | f(z) -fao |< eME 
|f faz 一 s|< ESo + εδι tee + esn-1 = εἶ, 
这 里 ,1 为 的 长 度 . 
由 于 Az 也 可 表 为 |，dz, 故 同样 有 
| faz - s = |, (f(z) - fzo))dz + |, (f(z) - fz1)) dz 


ΠΠ] f(z) - f(zq-1))dz. 
π-] 


同样 得 到 
ouz 一 s|< elo + ely 十 … 十 él n-1 
= eClo + Γι +. 十 laa) 
<el. 
故 


|f faz - | rzpaz|s | feaz - s| + |s - f rapaz| 
= εἰ + el = 2ε[. 
这 就 证 明了 引 理 1. 
引 理 2” 若 f(z) 是 单 连通 区 域 GE ο 上 的 全 纯 函 数 , 则 沿 G 内 任意 一 条 逐 
段 光滑 闭 曲线 了 所 取 的 积分 | 5)dg = ο. 
证 明 由 引 理 1, 任 给 s 汪 0, 对 任意 一 条 逐 段 光滑 闭 曲 线 厂 ,都 有 一 条 闭 折线 
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P 使 得 
f faz- | fz)dz| < e 
r P 
成 立 . 
如 果 对 任意 闭 折线 ， 引 理 2 成 立 , 即 |， flz)dz = 0, 由 


此 即 可 得 出 引 理 2 对 任意 逐 段 光滑 闭 曲线 也 都 成 立 . 

对 任意 闭 折 线 , 均 可 添加 直线 段 , 使 之 分 解 成 若干 个 
三 角形 之 和 . 因为 在 添加 的 这 些 线段 上 积分 的 值 相互 抵 
消 ,于 是 在 闭 折线 上 的 积分 等 于 在 这 些 三 角形 上 的 积分 
的 总 和 . 如 果 能 证 明 在 三 角形 (图 2.1) 上 引 理 2 是 成 立 
的 , 则 引 理 2 对 任意 逐 段 光滑 闭 曲线 都 成 立 . 


现在 来 证 明 引 理 2 对 三 角形 成 立 . 图 2.1 
RE G 内 任 一 三 角形 周 界 A ES 的 积分 的 绝对 值 为 M, 即 
ΣΤΗ = M 


要 证 M = 0. 二 等 分 三 角形 的 每 一 边 ,两 两 连接 这 些 分 点 ,给 定 的 三 角形 被 分 成 四 
个 全 等 的 三 角形 ,它们 的 周 界 分 别 为 A AzA K A. TFE 


| fide = (| +| , +f l +| fdz. 


= M, kÆ 


由 于 || faz 


| Padz|> 
M REA A = Am ,于 是 | | cz)dz| > Μ.Χ} Δι 用 同样 方法 分 成 四 个 
全 等 三 角形 ,又 可 找到 一 个 三 角形 Am ,使 得 | | o odz > 小. 这 样 可 以 无 限 


制 地 进行 下 去 ,于 是 得 到 一 串 三 角形 序列 A = Am ,Ai = ΛΟ, ΛΘ... A”, 
,前 一 个 包含 后 一 个 ,而 


in ο} (2)άΣ| > 


>M Cn = 051,25"). (2.3) 


以 工 表示 人 的 周 长 , 于 是 ΔΩ, Λε». . 的 长 度 为 号 ， tee ΠΕ 


n—- 5ο να 趋 于 零 . 故 存 在 一 点 zo, 属 于 所 有 的 人 “(rn = 0,1,2,…). 对 于 任 给 
e > 0, 存在 6 = 6(e), 只 要 | z 一 zo | 二 人 6, 就 有 
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| f(z) ~ flo) _ PCzo) 


Ζ — Zo 


<e 


成 立 , 即 
| fCz) - f(z0) - f Cao (z - zo) [<e | z- zo | 


ΠΥ. 4 n FESPA AA 全 落 在 Ὀ(2ο, ε) 之 中 ,显然 | dz = 0 及 | 。 zdz = 0, 故 


κω fdz = | FZ) - flan) = f'o = zodz. 
于 是 


| .Padz|<| ws | z= zo || dz |. 
但 | z 一 zo AP HERA z 到 这 三 角形 内 一 点 za 的 距离 , 故 
| Z- zo <E. 


因此 
L L_ È 


| f(2dz|<e on ο = © Gas (2.4) 


比较 (2.3) 式 与 (2.4) 式 , 即 得 M < eL? 对 任意 s > 0 都 成 立 , 故 M = 0. 引 理 
2 得 证 . 


定理 3 的 证 明 ” 先 设 U 具 有 特殊 形状 ,来 证 
定理 3 成立 . 
若 U*AHx = a,x =b (a<b) 及 两 条 可 
求 长 连续 曲线 
MN: y= (x) (ax<x<b), 
PQ: y= p(x) (ax<x<b) 
所 围 成 的 区 域 ( 见 图 2.2) ,其 中 p(x) «“φ(χ) (a 
<x<b). κε f(z) EU Lea, EU ESE, 
要 证 


frof 2245 = 0. (2.5) 
作 直 线 x = ate x=b-e,k 
M'N: y= @(x) +9 (ax<x<b); 
PO: γ-φίχ)-η (axx<b), 
其 中 ,s，,7 为 充分 小 的 正 数 .由 于 U 为 单 连通 区 域 , 故 


e 4). 


Ιω ΟΟΟΟΟΟΟΟΟΟΟΟΟΟΟΟΟ 2.2 Cauchy-Goursat 定理 


[ ο] ζ2)47Ξ0, 

Μι ΝΙ Οι P1 Μι 

其 中 ,Mi Νι Οι Ῥι Μι 为 由 上 述 两 条 直线 及 两 条 曲线 所 围 成 的 域 的 边界 . 
固定 s , 令 7 一 0, 由 于 f(z) 在 U0U 上 一 臻 连续 , 故 有 


Jigme > fun f(z)dz, μμ. >for f(z)dz, 


| faz 一 | „fdz, | ugh @dz 一 | p faz. 
因此 
favoru O2 =0. 
4 E 一 0, 同 理 
[au 7zdz 一 | fede, |。 αλά: ~ | faz. 
如 能 证 明 当 e 一 0 时 


| fede] fdz, [κο fe > | faz 


P] M; 
则 (2.5) 式 得 证 .这 里 只 证 后 一 个 极限 ,前 一 个 极限 的 证 明 可 类 似 地 进行 . 
令 
Ye = max(9(b),.¢(b-€)), Y. = max(¢(b),¢(b—- e)), 
于 是 
| f(z)dz = if” feb + iy)dy 
ΝΟ pcb) 
A Y, vb) . 
- (|, + a \FCb + iyddy, 
|. fz)dz = {κο - e +iy)dy 
N,Q, Pl b-e) 
νε Y, Gib-s) , 
= i( 十 Ρ 十 | ， \fcb — e + iy)dy. 
所 以 


| Jaz - | ο κα: = ἾΝ Cfb + iy) - f(b — e +iy) dy + ἰδίε), (9.6) 
151 Ye 
这 里 
» $b) . | νι gCb-e) . 
Sle) = (| 十 ΙΝ )/ «0 + iy)dy 一 ( 十 |， fb —etiy)dy. 
由 于 f(z) 的 一 致 连续 性 , 当 ε — On, (2.6) 式 右边 的 第 一 项 趋 于 零 . mM e 一 0 时 ， 
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yer Ye 分 别 以 PCD) PCD) ARERR SCe) 中 的 四 个 积分 均 为 零 .于 是 当 s 一 0 时 
Ing fdz + | fa. 

这 就 证 明了 : 当 U 为 这 种 特殊 区 域 时 ,定理 3 成 立 .但 对 任意 区 域 0, 均 可 用 
有 限 条 平行 于 y 轴 的 辅助 线 , 将 U 划分 成 具有 上 述 形状 的 域 ,而 在 辅助 线 上 ,积分 
相互 抵消 . 故 定理 3 得 证 ， 

定理 3 对 多 连通 区 域 也 是 成 立 的 .因为 这 可 以 将 多 连通 区 域 用 若干 曲线 分 割 
成 若干 个 单 连通 区 域 之 和 ,而 在 辅助 线 上 的 积分 都 是 相互 抵消 的 . 

这 也 可 叙述 为 : 若 Yor Virto Yn 为 由 +1 条 可 求 长 的 曲线 ,而 y1,…,Y; 全 在 yo 
ZA γι» Yoo Yn 中 每 一 条 曲线 都 在 其 他 各 条 曲线 的 外 部 ,U AE Yos Yi ott Yn 
所 围 成 的 域 , 即 上 的 边界 3U 由 yo ;71,…,Y, 所 组 成 .车 f(z) 在 U 上 全 纯 , 在 0 上 
连续 , 则 


| faz = 0 
由 定理 3 和 ,如 f(z) 在 U 上 全 纯 ,zo,z 为 U 内 两 点 ,于 是 可 以 定义 f(z) 的 
积分 为 
F(z) = | fat. 
` 这 个 积分 不 依赖 于 路 径 的 选取 . 显然 ,F(z) = f(z) 成 立 . 


2.3 Taylor 级 数 与 Liouville 定理 


由 Cauchy 积分 公式 和 Cauchy 积分 定理 ,立即 可 以 得 到 一 系列 重要 的 推论 ,这 
一 节 以 及 以 下 各 节 都 是 它们 的 重要 推论 . 

定理 5 车 f(z) 在 UCC 上 全 纯 , 在 U0U 上 连续 , 则 f(z) 在 U 上 的 每 一 点 ， 
各 级 导数 都 存在 , 且 


Cn) 一 n! fC — eee 
f(z) = αἱ cpl add Cn = 1,250), (3.1) 


车 zo € UD (2-7) = {7 | |z-2z9 |<r}CU,WU f(z) Œ ΡίΖο.τ) 中 可 
展开 成 Taylor RR: 
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f(z) = Σα (z — Zo). (3.2) 
该 级 数 在 D(zo,r) 中 绝对 和 一 WEN HA 
_ 1 [© 
ai = Srl (F= 2 Tid (3.3) 


证 阴 ez EU, 作 小 圆 D(zo,r) CCU. 由 定理 2 , 若 z € D(zo;?), 则 
ar κο 
f(z0) = AÍ £® ας, 


a ὅ — Zo 
-1f f® 
fa) = Zilo paz 
于 是 
_ 1 1 1 
Κα) -fav = |, (Fs Ez)f Od 
_ Ζτ 7ο fC) 
= Dri | btw 
Bp 
f(z) - fio) = 1 fC dé 
Z - Zo οπίου (ζ - z) - z) > 
因此 
f(z) - fi) 1 {12 -1f τῶ 1... 1 
Z— Zo 2π|) ου (5 一 zo)? b= oni atin (fz παῖ 
之 一 20 1(ξ) 
= Oni | re dd OM 


|ξζ-α!-ἰ[(ξ- το) - (α- 2) | 


>| Ẹ -zo |-| z- zo | 
_ad_d . 
4 -27 p 
但 是 1 6 - zo [2 αχ 
1(ζ) | eL _ 2ML 
hadem a α) ᾽ 


这 里 ,M = max | (Ὁ |,L 90 的 长 度 .在 (3.4) 趟 中 信 z 一 Zo， 由 上 述 估计 式 ， 
即 得 


, _ 1 ΓΘ 
f Czo) = aril a (ξ- zed 
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O 


这 就 证 明了 (3.1) 式 当 n = 1 时 成 立 . 
(3.1) 式 当 n = k 之 1 时 成 立 , 即 


fez) = = η fc ἕξ) dé 


ου (Ẹ — z)! 
成 立 .由 于 
l  _ 1 1 
-z E = zo 1 Z 一 Zo 
二 2 
Ππ|Ζ-Ζο|-1-«|!ξ- Zo 二 1. 于 是 
1 _ 1 = Z 一 Z0 j 
SE. (3.5) 
从 而 得 到 
Ck) f¢ Ζ-2ο, γ᾽ 
f(z) = μπας, ji (1 + Ea + ) dt 
= f(z) + “πρ fee 2 dat + OU -- 20 |2). 
于 是 有 
fE) - FEP Go) - (k +1)! fC E 
Z— Zo 2ri |, rd + Oz zo |). 


S z 一 zo, 即 得 (3.1) 式 当 hn = k + 1 时 也 成 立 , 即 


(k+1) ο ΚΚ +1)! fC) 
pe’ Ga) 2π| l (5 一 στά. 


由 数学 归纳 法 ,(3.1) 式 对 任意 的 n = 1,2,… 都 成 立 . 
ο κα το D E 
j=0 
交换 的 , 故 由 (3.1) 式 即 得 


f(z) = Σα -- z! Hl, τε LO at 


- z)! 
《 
= Σ Γρ 一 Zo). 


这 就 证 明了 (3.2) 式 及 (3.3) 式 . 
定理 5 表明 :对 于 复 变 数 函 数 来 讲 , 如 果 一 个 函数 的 一 阶 导数 存在 , 则 任意 阶 
导数 都 存在 ,而 且 可 以 展 成 Taylor 级 数 . 这 个 性 质 ,对 实 变数 函数 来 讲 是 没有 的 . 这 
显示 了 复 变 数 旺 数 与 实 变数 函数 的 根本 区 别 之 一 .在 第 1 章 1.3 节 中 ,定义 一 个 复 
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变数 函数 f(z) ER U S C 上 是 全 纯 的 , 若 f(z) E U 上 每 一 点 其 导数 是 存在 的 . 
由 定理 5 知道 ,这 也 可 以 定义 为 :f(z) 在 U 上 每 一 点 z 全 纯 , 如 果 在 这 点 的 一 个 邻 
域 中 ,f(z) 可 以 展开 成 为 收敛 寡 级 数 .显然 ,这 两 种 定义 是 等 价 的 . 

由 定理 5, 立 即 得 到 

定理 6 (1) Cauchy 不 等 式 . 4 f(z) EUZC LEM. D(z.R) CUM 


| fP? Czo) |S uM 


成 立 , 这 里 ,M = max, | f(z) |. 
(2) 若 域 U 忆 C,K 为 U 中 的 一 个 紧 集 ,V 为 K 的 一 个 邻 域 且 在 U 中 是 相对 紧 


WCHL V EU 的 一 个 紧 子 集 ), 则 对 每 一 个 在 U 中 全 纯 的 函数 f(z), 存 在 常数 9, 
(n = 1,2,°), 使 得 


sup | fP) |c ll fila (na = 1,2, (3.7) 
成 立 , 这 里 , fll ev Af EV ELIR, B 


πίγη | £144, 


(j = 1,2.) (3.6) 


ACV) 为 V 的 面积 

Cauchy 不 等 式 给 出 全 纯 函 数 的 各 阶 导数 的 模 在 一 点 的 估计 ,而 定理 6 中 (2) 
的 (3.7) 式 给 出 全 纯 函 数 的 各 阶 导数 的 模 在 一 个 紧 致 集合 上 的 估计 ， 

定理 6 的 证 明 ”定理 6 中 (1) 的 证 明 是 显然 的 . 现在 来 证 明定 理 6(2) 

在 V 上 作 一 个 C” 函数 ,具有 如 下 的 性 质 :在 V 上 有 紧 致 支 集 , 且 在 天 的 邻 
RAE ν 中 ) 上 取 值 为 1. 这 样 的 少 是 存在 的 ( 见 本 章 附录 ). 对 好 应 用 定理 
1(Pompeiu 公式 ), 则 有 

Pz) f(z) = | Pleat + A 1 ee af A ae 


由 于 在 U ES Ae MSP = κ. Φ(Ό WEEE VHT VEU PH 
对 紧 , 故 有 
ᾠίΖ)[(Ζ) = 元 站 过 1 A ae 


pa 的 支 集 为 Ki, 则 KK 为 V 中 的 紧 子 集 , 故 与 Ki SURES dK, K) >0. 
若 ΖΕ K WA 
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_ 1 Ə di A d& 
Κα} = χα} κο ΕΛΣ 


Ζ 
在 上 式 中 ,对 z 求 n 次 导数 ,得 到 
ΓῬ(2) = BE Τρ ao . άζ 人 άζ 


(ἕξ - zr" 
于 是 就 有 
[frm |<# zl Lcd) | ac iA a. 
HF dK. Ki) > 0.8 ει 使 得 [7 一 Dy Ser HER 2 € KE K, 都 成 立 . 
π| 9555 a | 显然 在 Ki 上 有 界 , 故 有 ο, ,使 得 


FEDIL e EE 114ξ Λαξ] 


<e IFO || af Λαξ 


V 
= call ειν: 

这 里 ,c。 οι 为 只 依赖 于 nn 的 常数 ， 这 就 是 (3.7) 式 . 

由 定理 6(2), 立 得 

推论 1 车 USCC,K AU 中 的 一 个 紧 集 ,V CU 为 K 的 一 个 邻 域 , 旦 在 U 
中 是 相对 紧 的 , 则 对 每 一 个 在 U 中 的 全 纯 函 数 fz), 存 在 不 依赖 于 z 的 常数 cn 
Cn = 1,2,…)，, 使 得 

sup | fz) |<, sup | f(z) | Cn = 1,2,…) 

成 立 . 

这 个 推论 也 可 由 定理 5 直接 推出 .但 定理 6(2) 却 不 能 被 定理 5 推出 , 故 定 理 
6(2) 是 一 条 更 为 深刻 的 定理 . 

由 定理 5, 立即 得 到 定理 3 (Cauchy-Goursat 积分 定理 ) 之 道 . 

定理 7(Morera 定 理 ) 若 f(z) 在 U 上 连续 , 且 沿 U 中 任意 一 条 可 求 长 闭 曲 线 
的 积分 为 零 , 则 f(z) Æ U ke. 

ΠΗ ” 任 取 一 点 zo E U, AFE U 中 任 一 可 求 长 闭 曲线 的 积分 为 零 , 故 


Fiz) =|" κΏας ew) 
不 依赖 于 路 径 的 选取 , 且 F(z) = f(z). FÆ F(z) 为 U 上 的 全 纯 函 数 .由 定理 5， 
. 48. 
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F(z) 的 二 阶 导数 , 即 f(z) 的 导数 (2) 也 是 存在 的 . 故 f(z) E U EES. 
证 毕 
由 定理 6, 还 可 以 立即 得 到 重要 的 
定理 8(Liouville 定理 ) 4 f(z) 在 全 平面 C 上 全 纯 旦 有 界 , 则 /三 为 常数 
ΠΗ If IM (z € C). HE z E C, 作 D(zo,R), 由 (3.6) 式 ( 当 


j = 1 时 ), 得 到 | f(zo) [< H.S R — 5183} f Czo) = 0. 由 于 zo 为 C 中 任意 


一 点 , 故 广 (z) = 0 对 任意 z € C 都 成 立 ,因此 f(z) 在 C 上 为 常数 . 

Liouville 定理 表明 ;在 整个 复 平面 C 上 全 纯 旦 有 界 的 函数 ,只 有 常数 . 这 个 定 
理 在 第 5 章 中 还 要 进一步 讨论 . 

最 后 来 证 明 

定理 9(Riemann 定理 ) ”车 下 在 去 掉 一 点 zo 的 圆 万 (zo,r) = D(zo,r)\(zo} 
内 全 纯 , 且 下 在 万 (zo,r) 上 有 界 , 则 F 可 解析 开拓 到 D(zo,r) 之 上 , 即 有 在 
D(zo,r) ΕΕ ΧΕΡΙΑ 有 ,使 得 

f Be, ΞΕ. 
证 明 ”不 妨 假设 zo = 0, 定 义 
z F(z), z€ 万 (0,r)， 


G(z) = 
0, 当 z =0， 
则 σ(2) 在 D(0,r) 上 连续 可 导 , 且 满足 Cauchy-Riemann 方程 ,这 是 因为 
lim C2 = jm ZF] =-0-1limzF(z) = 0. 
7-»0 7-50 Ζ 7-50 


μασ) = 0. 而 当 z 关 0 时 


G’(z) = z2F’(z) + 22F(z). 
显然 G'(z) 一 0 (z 一 0). 由 第 1 章 1.3 节 的 定理 1,G(z) BE DO, r) 上 的 全 纯 
函数 . 故 Ο(Ζ) 可 以 在 z = 0 处 展开 成 Taylor RIX 


GCCGz)=0+0。z+azz2z 1 azz? 十 (3. 8) 
此 级 数 在 DCO, r) PUR, EX 
f(z) = co? = az + azz +1, (3.9) 


显然 ,级 数 (3.9) 与 级 数 (3.8) 有 相同 的 收敛 半径 ,这 可 由 第 1 章 定 理 3 中 的 (6.2) 
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2.4 有关 零点 的 一 些 结果 


车 f(z) 在 域 UCC 上 全 纯 , 如 果 zo E U ΗΡ(Ζο) = 0, 则 称 zo 为 f(z) HE 
kA f(z) 在 z = zo 点 有 展开 
am(Z — Zo)” + amal Z Zo)” + (am FO), 

则 称 f(z) 在 z = zo 处 有 πι 重 零 点 .由 Cauchy 积分 公式 及 Cauchy 积分 定理 可 以 
得 到 一 系列 有 关 零 点 的 推论 . 

定理 10( 代 数 基本 定理 ) Æp) = ao + a1z +e +a," An 次 多 项 式 , 则 
至 少 有 一 个 Ζο»{8 ρ(Ζο) = 0. 

Zo PAT FE p(z) = 0 的 根 . 


证 明 ”如 不 然 , 则 f(z) = pip 在 C 上 全 纯 ,由 于 当 z > © Ht p(z) -> œ, 


所 以 f(z) 在 C 上 有 和 界 .由 定理 8CLiouville 定 理 ) 知 ,f(z) 为 常数 , 即 ρα) WHA. 
得 到 了 矛盾 . 

定理 11 若 f(z) 在 域 UCC 上 全 纯 , 则 f(z) 的 零点 的 集合 {z EU | fo 
= 0} ÆU LIRA. RIE f(z) 在 U EFTE. 

ΠΕ ”如 不 然 , 若 zi,zaz，… Zas" 为 f(z) 在 过 上 的 零点 , 且 有 聚 点 zo € U. 
不 妨 假设 zo = 0. 由 于 0 E€ U, f(z) 在 U 上 全 纯 , 故 在 0 点 了 f(z) 可 以 展 成 Taylor 
级 数 

fz) = ao t aiz 27 +e" 
由 于 数列 {zn} Cn = 1,25) 为 f(z) 的 零点 , 故 f(z.) = 0. FH 
lim f(z) = fdimz,) = (0) = 0. 

故 得 ay = 0. 因 此 | 


fz) = az + azz? + azz? 1». 
这 就 有 a = ÊP + O(z). 取 z = zw, 得 到 ai = LE + O(z,) = Ο(1). 9η 
-> œ , 即 得 a: = 0. 用 同样 办 法 可 得 as = as =… = a, =… = 0. 即 Taylor 级 数 


A M f(z) = 0. 因 此 ,车 f(z) 不 是 在 U 上 恒 等 于 堆 的 函数 ， ΜῈ 
(σευ! f(z) = 0} HEU EEA. 
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由 定理 11, 立 即 得 到 : 若 hi1(z),h2(z) 为 域 UCC 上 的 两 个 全 纯 函 数 ,E 为 U 
中 一 个 有 聚 点 的 集合 ,其 聚 点 在 U WME E Ehz) = hz), W U 上 也 有 
hi(z) = hz(z). 即 全 纯 函 数 在 U 上 的 值 ,可 以 由 聚 点 在 U 内 的 点 集 上 的 值 所 完全 
决定 .例如 ,sinzz + cos:z = 1, 当 z 为 实数 时 成 立 , 故 为 复数 时 也 成 立 .同样 道理 ， 
一 些 三 角 恒 等 式 取 实 数值 时 成 立 , 即 可 导出 在 复数 时 也 成 立 . 

定理 12( 辐 角 原 理 ) A f(z) ER USC 上 全 纯 ,7y CU 为 一 条 正定 向 简单 
闭 曲 线 , 且 在 Ὁ 中 可 连续 地 缩 成 一 个 点 ,f(z) ΕΥ 上 不 为 零 , 则 f(z) 在 7 内 有 有 
限 个 零点 ,零点 的 个 数 k( 重 新 计算 在 内 ) 为 


alfo 
= Hi, dz: (4.1) 


若 记 w = f(z),z = z(t) (1 € [a,bj]) 是 7y 的 与 定向 相符 的 参数 表示 ,w(t) 
= f(z(t)) WA 


fg- 1 ἂν 1 
= sal, Fiz)? = ΙΝΕ 2g ΕΝ. 


这 里 ,为 y 在 w = Κα 映射 下 的 像 ,| 5 = | WO, a Arg w 表示 当 z 在 7 


上 正 向 绕 行 一 周 时 w 在 厂 上 的 辐 角 变化 . 这 说 明 当 z 沿 着 7 的 正方 向 转动 一 圈 时 ， 
w = f(z 在 厂 上 沿 正方 向 绕 原点 转动 的 总 圈 数 ,恰好 等 于 f 在 7 内 的 零点 的 个 数 . 
所 以 ,这 个 定理 也 叫做 辐 角 原理 . 

定理 12 的 证 明 θ᾿ f(z) 在 7 内 有 零点 z1,…,z, 且 其 重 数 为 ki,…,k,. 在 
每 个 零点 Zili = 1,2,.…,n) 处 ,以 Zi 为 中 心 , 以 Ei > 0 为 半径 , 作 圆 γι» ABE γι 
Ci = 1,2,.…,n) me 在 y A, ae 于 是 由 ια 积分 公式 得 

1 
由 于 f(z) 在 z = zi 处 为 重 零点 ， 于 是 在 γι 之 内 ， f(z) 可 以 写成 
f(z) = (z — zi)*ihi(z), 
这 里 , 当 z 在 y; 之 内 时 ,hi(z) A0. TH 
f(z) = Κι(α- zk A(z) + Cz — 2) hi (2). 

因此 


f@ k ho 
f(z) z-z; th, (2) ` 


ÉZ), 
ΠΝ Fz)? kis 
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Bp 
lf f(a, ςσ _ 
mal, Fiz)? = Dyk: =k. 
定理 13(Hurwitz 定理 ) 车 {fj} AUST C 上 的 全 纯 函 数 序列 ,在 U ARAE 
合 上 一 致 收敛 ( 即 内 闭 一 致 收敛 ) 到 一 个 函数 访 若 所 有 的 fi FEU LAE ARS SS. 
了 或 者 恒 不 等 于 零 或 者 恒 等 于 零 . 
证 明 ”对 于 任 一 点 z EU, 在 UU 中 取 一 条 简单 闭 曲线 7, 且 z 在 7 包含 的 区 域 
内 .由 于 fi 在 U 上 全 纯 , 故 由 Cauchy 积分 公式 得 
fitz) = οἱ Ear. 


Qnid y ὅ 
由 于 (fj} EU 上 内 闭 一 致 收敛 , 故 
limf; (z) = lim 二 | peat = 55 , limfi (8) rot. 
CHA PA RA AE aR BB FRY We ie. 其 证 明 与 微 积 分 中 
相应 定理 的 证 明 相 仿 ,读者 试 自 证 明之 .也 可 从 第 1 章 定理 4 直接 得 出 . ) 此 即 为 
_1f (Ὁ 
fz) = Hl, g 一 σα. 

因此 ,f(z) 为 全 纯 函 数 .同样 可 证 f a) 内 闭 一 致 收敛 于 Ρ(α). 

E f(z) 关 0, 则 由 定理 11,f(z) 的 零点 是 离散 的 . 取 y 不 经 过 这 些 零点 ,于 是 
当 j -> o 时 


pal, eee > Gee. 
但 由 假设 及 定理 12, 知 道 
m ees = 0. 
因此 
= Bas = 0, 
BD f(z) 在 U 上 无 零点 . 
定理 14(Rouché 定理 ) 若 f(z),g(z) UCC LAM. y 为 U 内 可 求 长 简 
单 闭 曲线 , 且 在 y 上 满足 
| f(z) - g(z) 1<| f(z) |, (4.2) 
M fg ty 内 有 相同 的 零点 个 数 . 
证 明 ”由 (4.2) 式 知 ,在 7 上 | f(z) | > 0, gz) FO. WARE y EFE 
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一 点 Zo ,使 g( Zo) = 0, 即 得 | f(z0) |<] f(z) | ,这 不 可 能 . 
S Nis No TIIA fo 2 在 7 内 零点 的 个 数 , 则 由 定理 12( 辐 角 原 理 ) ,得 到 
Eaz, Ν, + Laz. 


1 


= al, fz) ~ δπί)ν ϱ(2) 
于 是 得 到 
νο Lf (gO Γ) 
Nz ~ Ni = zi στο fz) }45 
一 sail eta, 
2πι 
” 
Ξ Lf Af? az 
Dril, g < 
f 
命 
-. 8&2) 
F(z) f 
则 
Ν _ 1f E) 
ΝΤ Ni = Fil, Fo 


但 是 (4.2) 式 即 为 | F(z) -11<1.w=F(Gz) 将 7y 映 为 卫 , 卫 不 经 过 原点 且 不 包 
有 原点 ,这 是 因为 在 | w - 1 | 二 1 之 内 .由 定理 3CCauchy 积 分 定理 ), 得 到 | ον 
= 0, 即 Νι = Nz. 证 毕 . 

定理 10 已 经 证 明 : 若 P(z) = anz”+ aiz! +° + ao Ἢ Ἡ 次 多 项 式 , 则 至 
少 有 一 个 根 , 即 有 零点 zo,pCzo) = 0. 

现在 用 Rouché 定理 ,立即 可 以 证 明 : 若 a, 40M p(z) HARA n PES, 
BI p(z) = 0 有 且 只 及 个 根 .这 可 证 明 如 下 : 

2 βία) = anz", 则 当 | z |= R 充分 大 时 


| ρ(α) — ε(α) | =| αι ιΣ” 1.» + ao | 
<| ε(α) |=l|a, || z|” 
=| a, | R” 


成 立 . 故 由 Rouché 定 理 ,在 |z | 二 RR 内 ,p(z) 与 g(z) 有 相同 的 零点 个 数 , 而 anz” 
BRA n 个 零点 , 故 p(z) 也 是 如 此 . 

作为 Rouché 定理 的 推论 ,有 

定理 15 车 f(z) 在 UCC 上 全 纯 ,wo = f(zo) (zo EU). 若 zo 是 f(z) - 
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Wo 的 πι 重 零 点 , 则 对 于 充分 小 的 pb > 0, FF FE δ» 0, fEFEXTF DC wo. δ) 内 的 每 一 
点 4, 函数 f(z) - A 在 D(zo,P) ARE πι 个 零点 . 

证 明 zo 是 f(z) - [(Ζο) 3 πι 重 零 点 ,由 定理 11, 存 在 。 > 0, 使 得 f(z) 一 
f(zo) 在 D(zo,P) CU 上 ,除去 zo 外 ,没有 其 他 的 零点 ,而 在 |z 一 zo1= pE, 
| f(z) - [(Ζο) |3:δ (8 >0). FRE Ρίνν.δ) 内 的 任意 点 4, 当 |z-zo|=po 
AT, | A 一 wo | 过 | f(z) - fCzo) | 成立 .此 即 | (f(z) 一 f(z0)) - (f(z) - A) | 
<| f(z) -f(zo) | 成立. 由 Rouché 定理 ,f(z) 一 和 A 与 f(z) 一 f(zo) 在 D(zo,P) 
上 有 相同 的 零点 个 数 , 而 f(z) - [(Ζο) Ε ΡίΖο»ϱ) [4 πι ΤΕΞΕ ἐπ, “κα [(α) - 4 在 
D(zo,;P) 上 也 有 m 个 零点 .证 毕 ， 

有 关 零 点 的 理论 ,以 后 还 要 讨论 . 


2.5 最 大 模 原 理 .Schwarz 引 理 与 全 纯 自 同 构 群 


Cauchy 积分 公式 的 男 一 重要 推论 是 最 大 模 原 理 . 这 是 一 条 十 分 有 用 的 定理 . 
在 叙述 这 条 定理 之 前 , 先 来 证 明 全 纯 函 数 的 均值 性 质 . 
若 f(z) 在 UCC 上 全 纯 ,zo € U.A r > 0, 148 D(z05r) CU, Se Cauchy 
积分 公式 得 
_ 1 [(ξ) 
f(z0) 2πι. aD zgor) ζ = 志和 
成 立 . 3D(zo,r) 上 的 点 可 以 表示 为 5 = zo + re O< t < 2x). FH Cauchy 积 
分 公式 成 为 
_ 1 f” flzo + re dire" 
fzo) = Dail re" dt 


2r . 
= ΙΝ f(zo + redt, (5.1) 


T 
这 就 是 全 纯 函 数 的 均值 性 质 . 这 说 明 : f(z) 在 z = zo 点 的 值 等 于 f(z) 在 
aD(zo,r) 上 的 值 的 平均 . 
EG. D 式 的 两 边 取 实 部 与 虚 部 ,于 是 得 到 :调和 函数 也 有 均值 性 质 . 反 过 来 ， 
可 以 证 明 : 具 有 均值 性 质 的 连续 函数 一 定 是 调和 函数 ,这 将 在 2.6 节 中 证 明 . 由 于 
函数 具有 均值 性 质 当 且 仅 当 函 数 是 调和 函数 ,所 以 调和 函数 也 可 定义 为 具有 均值 
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现在 利用 全 纯 函 数 的 均值 性 质 来 证 明 

定理 16( 最 大 模 原 理 ) Πα) 在 域 U 乞 C 上 全 纯 , 如 有 点 zo E U, 48 
| flzo) 1281 f(z) | 对 所 有 的 z E URRAM S 必 为 常数 . 

证 明 ” 乘 以 模 为 1 的 常数 ,使 得 M = f(zo) 宇 0. 令 S={zEU|f(z)= 
f(zo)), 则 S 关 名 (2 表示 空 集 ). 这 是 因为 已 知 有 zo E€ 5. 由 于 f 为 U 上 的 连续 
函数 , 故 S 为 闭 集 .现在 来 证 8 也 是 开 集 . 若 wE S ir EDW nU Rr, 
ΠΠ 0 -«-σ' <r. FRA RAH 

M = f(w) = Ef fow + r'e" )dt 
1 
2r 
由 于 上 式 左 、 右 两 端 相等 , 故 所 有 不 等 式 中 的 等 号 成 立 , 即 

{(ν r'e) =| [έν ενα )λΙΞΜ 
对 所 有 的 上 及 0 一 六 < 都 成 立 . 于 是 O 

{νν 4 γ'ο΄ |O<t<2x,0<r <r} CS. 

也 就 是 说 :对 S 中 任意 一 点 和 ,一 定 存在 一 个 开 的 小 圆 , 这 个 小 圆 中 的 任意 一 点 都 
属于 5S. 因 此 ,S 是 开 集 .因此 ,S$ 是 U 中 的 非 空 、 既 开 又 闭 的 集合 .由 于 U 是 连通 的 ， 
故 $ RAEE UBI S = U. 因 此 ,f(z) 在 U 上 为 常数 MM. 证 毕 . 

这 里 用 到 了 :一 个 连通 集 的 非 空子 集 ,如果 既 开 又 闭 , 则 这 个 子 集 一 定 是 集合 
自己 .这 个 结果 很 有 用 处 ,读者 试 自 证 明之 . 

作为 最 大 模 原理 的 直接 推论 有 : 若 f(z) EARR UCC 上 全 纯 , 在 口上 连 
续 ,并 且 不 是 常数 , 则 | f(z) | 只 能 在 OU 上 达到 最 大 值 . 

在 最 大 模 原 理 的 证 明 中 ,只 用 到 了 函数 的 均值 性 质 , 故 最 大 模 原理 对 调和 函数 
也 是 成 立 的 . 

由 最 大 模 原理 立即 推出 重要 的 

定理 17{Schwarz 518) Ef 为 将 单位 圆 D = DO,1) RABI D eat 
函数 , 且 fo = 0, 则 

[Κα}|«ς|2| 及 If |<] (5.2) 
成 立 . 而 | f(z) |=|z | 在 DD 中 一 点 z 关 0 处 成 立 ,或 | 了 (0) | = 1 成 立 , 当 且 仅 当 
f(z) = erz, 这 里 ,rE R. 
证 明 S 


< F | f(w+ r'e) | dt <M. 


. 55 « 


828 Cauchy 积分 定理 与 Cauchy ΑΛΟΟΟΟΟΟΟΟΟΟΟΟΟΟΟΟΟΩΟΩ 


f(z) νι; 0 
co =| » =z#0, 


2 
fo), %42z=0, 
WW GC) 在 D 上 全 纯 . 对 函数 G(z) 在 {z || z|<1-e} (e >0) 上 应 用 最 大 模 
原理 ,得 到 
x | f(z) | 1 
< e’ 

& e — 0* BIE | G(z) 14 D ERT BAON, | f(z) |S] z | 成立; 
而 当 z = 0 时 , | Go) |=| FO |<. 

若 | f(z) |=1z| 在 中 一 点 z 才 0 处 成 立 , 即 | G(z)|1= 1 在 D 中 一 点 z 关 0 
处 成 立 ,由 最 大 模 原理 , | GC) | = 1 对 所 有 z € D 都 成 立 . 故 Ο(2) = είτε 
R), Bf f(z) = erz. 同 样 可 证 | f(O) | = 1 成 立时 ,f(z) = ez. iE. 

由 Schwarz 引 理 立 即 可 以 得 到 单位 圆 D 的 全 纯 自 同 构 群 . 

若 域 U C C, 在 域 U 上 的 全 纯 自 同 构 群 是 这 样 定义 的 ，: 

全 纯 函 数 f(z) FEU 上 定义 ,车 f(z) 将 U 单 叶 全 纯 地 映射 到 自身 , 则 称 f(z) 
H U 的 全 纯 自 同 构 . U 上 所 有 全 纯 自 同 构 组 成 群 , 称 这 个 群 为 域 U 的 全 纯 自 同 构 
群 . 记 作 Aut(D). 

现在 来 给 出 Aut(D). 


先 来 证 明 ;车 a € DW φ.(Ὁ = 576 Ε AD). 


显然 9 TED LEW, p,a) = 0, ΠΜ 这 是 因为 对 于 | “| = LA 
eD l= τα] F A - 
所 以 9,( 8) 将 DD 的 内 部 映 为 D 的 内 部 . 


再 来 证 明 p) E D 上 是 单 叶 的 . 
FA 6.5 € DA 


| σ(α) |-ς BE T 


=], 


ο. 


δια -+a 
1 -at 1- ab: ᾿ 


则 

(ξι - α)(1 -ᾱξι) = (ζε- α)(1 - ἄξι), 
ΗΒ (δι - EDA -la |?) = 0. 由 于 1a|<1 故 呈 = 和 .这 就 证 明了 φ, 
6 Aut(D). 


θες pD = EHE, TEE- WE =- E+ aB 
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_ σξτα 
g= Doge δι). 


故 有 (98s) = Pa. BRIX T Aut(D). EE Pa Ἢ Mobius 变换, 所 有 M6bius 变换 
组 成 的 群 , 称 为 Mobius 变换 子 群 . 这 是 Aut(D) 的 一 个 子 群 . (实际 上 ,M6bius 变换 
子 群 是 Möbius 变换 群 Aut(C* ) 的 一 个 子 群 ,Aut(C* ) 是 扩充 复 平面 C* 的 全 纯 
自 同 构 群 , 见 第 3 章 3.3 节 . 

另外 ,旋转 = Pp.(5) = eS «τε R) 显然 也 属于 Aut(D), 而 所 有 旋转 的 全 
体 组 成 的 群 称 为 旋转 群 , 这 也 是 Aut(D) 的 一 个 子 群 . 

定理 18( 单 位 圆 的 全 纯 自 同 构 群 ) 若 fE Aut(D), 则 存在 复数 a (| a | 二 了 ) 及 
r E RAR 


f) = Pa ο ρι(ζ). (5.3) 
也 就 是 说 :AutCD) 中 的 元 素 都 是 由 Möbius 变换 与 旋转 复合 而 成 的 . 
证 明 1410) = b. 令 G= 99。f, 则 G 在 D 上 全 纯 单 叶 ,将 DD 映 到 DD 上, 且 
σ(0) = P, e [(0) = (b) = 0. 
由 定理 17(Schwarz 引 理 ), | GO «1.ΗΗΤ GED Γη, ΗΝ D PRED 
上 , 故 G7 在 D 上 存在 ,在 D 上 全 纯 单 叶 , 且 ο (0) = 0. 同 样 可 应 用 定理 17 于 
G` ,得 
a | = |(G-070)| 过 1， 


于 是 | CO | = 1. 由 定理 17 可 知 ,这 就 导出 6 (6) = eS = 0,05), Bl p, o f = 
pr， 所 以 f = φορ. - b = a, 即 得 (5.3) 式 . 

由 定理 18 可 以 导出 重要 的 

定理 19( Schwarz-Pick 518) # f HH D EAD ASS RR, AF zi ,zs 
E€ DRX wi = f(z), w: = f(z2), 则 


Wi 一 We Ζι — 22 
p 一 Μι W2 >= 1- Z1Z2 (5.4) 
及 
| dw | | dz | 
T-lwPST-[2P (5.5) 


成 立 , 等 号 成 立 当 且 仅 当 f E Aut(D). 
证 明 令 
-. 2 十 之 1 一 之 一 Wi 
P) = 1+ 22’ Ρο) l- wiz’ 
BR p, Y € Aut(D), 且 
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Yo fo P0) = Yo f(z) = Cw) = 0. 

ik Y o [ο φ 满足 定理 17(Schwarz 引 理 ) WARE. Alek. 4 z( 40) € DN 

. | Po fo pz) |<] z| 
成 立 . 令 z = plz), WA 

| Pe flz2) κ φ (11). 
HERR | PC we) |<] 9 (σε) | ,这 就 是 (5.4) 式 . 
Xz = 0 时 , 则 由 和 定理 17(Schwarz 引 理 ) ,就 有 
| (Po fo PY |<, 


此 即 
| P Οι) (21) 900) <1. 
但 是 
, _ l- 22; / _ _ 2, 
P (2) = GS ze g (0) =1 | zi | 
/ _ l- wiw / _ 1 
oo Y (2) = Gay Y (w) = Tw τε [2° 
所 以 有 


l-|w 
| f(z) IST’ 


此 即 为 (5.5) 式 . 
由 定理 17 ,等 号 成 立 当 且 仅 当 
P- fo (z) = erz = p,(z), 


故 
f= p- p, ° P E Aut(D). 
定理 证 毕 l 
事实 上 ,在 Ρ 上 可 以 定义 度量 ( 双 曲 度量 、Poincaré 度量 , 见 第 5 章 5.1 节 ): 
2. _|dz/? 
dzs” = a-|z 5? 


则 (5.5) 式 就 是 dws? < dzs?. 所 以 定理 19 也 可 叙述 为 :如 果 w = f(z) 为 万 上 的 全 
纯 函 数 ,将 D BLA BILD AY, WU Poincaré 度量 是 不 增 的 .保持 Poincaré ΒΕ ΗΝ 
当 f © Aut(D). 于 是 ,定理 19 给 出 了 Schwarz 引 理 的 明确 的 微分 几何 的 意义 . 
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2.6 ”全 纯 函 数 的 积分 表示 


Cauchy 积分 公式 (2,1) 是 全 纯 函数 的 一 种 积分 表示 . 记 元 jz = HCE 2), 
称 HG, z) 为 Cauchy 核 , 于 是 (2.1) 式 可 以 写 为 
f(z) = | POE Dat. 


也 就 是 说 ;全 纯 函 数 f(z) 在 0U 中 一 点 z 的 值 , 可 以 由 Cauchy 4% Η(ζ,2) R f TEU 
的 边界 οὐ 上 的 值 1(4) 的 积分 表示 ， 

由 此 还 可 以 导出 一 些 其 他 的 积分 表示 . 先 给 出 调和 函数 的 积分 表示 . 

在 U(z) 为 单位 圆 D 上 的 调和 函数 , 且 在 石上 连续 , 则 由 2.5 节 中 证 明 的 调和 
函数 的 均值 性 质 ,有 


ΠΝ 
+Í UKey)dy = UC). (6.1) 
2nJ 0 


到 3D. 令 UCw) = u(z), Mj uC) he D LWA RR. Η UO) = ula). Az = 


er 对 应 于 w = ey, 即 ey = 他 -二 和 ,于 是 有 


若 a ED, 则 w = = Ε Aut(D), 且 在 2.5 节 中 已 经 证 明 , 这 个 变换 将 OD μὲ 


_ l-lal?’ 
dy = 1 Te" pdr- 
将 上 式 代 入 (6.1) 式 , 即 得 
Ef ace) dr = ula). (6.2) 

id 

ο 1 1-lal: 11-|α!. 

Ρίξνα) ~ 2x |1—aet | 2π|ζ-αἠ7᾽ 

这 里 ,5 = ef Ἐκ Ρ(ζ,α) Ἢ Poisson 核 , 用 z 来 替代 a ,于 是 (6.2) 式 可 以 写成 

| uCOPCE.2de = u(z). 
(6.2) PRY Poisson 积分 公式 ,这 是 在 单位 圆 内 调和 ,在 D 上 连续 的 函数 的 积 
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表示 .也 就 是 说 ,调和 函数 在 单位 圆 内 一 点 z 的 值 可 以 用 Poisson 核 及 调和 函数 在 
单位 圆周 上 的 值 的 积分 表示 . 

可 以 不 困难 地 将 (6.2) AE A FRA u EDO, R) LAM, Æ DO, R) E 
连续 , 则 


Auch Ree bar = = u(z) (6.3) 
成 立 , 这 里 ,5 = Rer,z € 了 (0,R) .同样 称 
PED = E Roe 
J Poisson 核 .容易 看 出 ,(6.3) 式 还 可 以 写成 
ulz) = Rely A. μι(Ὁ 2 z 41. (6.4) 
上 式 右边 方 括号 中 的 函数 为 在 | z | 二 Κ 中 的 全 纯 函 数 , 故 u 为 全 纯 函 数 
Κα) =f με ) tad εἰς (6.5) 


的 实 部 ,这 里 ,ec EERE PR fo en uCz) +iv(z). 
在 (6.5) 式 的 两 边 取 虚 部 ,就 有 


工作 ) 2Im(z5) 
ν(Ζ) = al, uc rep ξ | zdr +c, (6.6) 
这 里 ,5 = Rer. MERTA] ε = VCO). 
记 
ο 1 E+zl 
S(Ẹ,z) = 2 nif- z 5 


称 SCE, z) X Schwarz 核 .于 是 ,(6.5) 式 可 以 写成 


f(z) = | ght SSE. Dat + iv(0), 


SAA PRAY 5 PPA Ben. EMEK, a oR f EDOR) 中 一 点 z 上 的 
值 , 可 以 用 Schwarz 核 SC5,z) 及 f 的 实 部 u 在 3D(0,R) 上 的 值 的 积分 表示 . 
同样 , 记 

Ο(ζ,) =} L pob., 

PK Ο(ζ,2) Ἡ 85553 Poisson πχ. FÆ (6. 6) 式 可 以 写成 
v(z) = F μ(ὈΟ(ξ,σ)ὰξ + v0), 
这 是 调和 函数 的 另 一 种 积分 表示 .也 就 是 说 ,调和 函数 v 在 D(0, 民 ) 中 一 点 z 上 的 
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值 ,可 以 用 共 罗 Poisson Ἐξ Ο(ζ,2) K v AHAIA RAR Uu 在 3D(0,R) 上 的 值 的 
积分 表示 . 这 里 ,两 个 调和 函数 称 为 是 共 辐 的 , 车 它们 为 同一 个 全 纯 函 数 的 虚 部 
与 实 部 . 

除了 Cauchy 核 以 外 ,上 面 所 讨论 到 的 各 种 核 中 ,最 重要 的 是 Poisson 核 .这 是 
因为 它 与 很 多 方面 都 有 联系 . 在 这 里 举 出 两 个 方面 :一 是 与 偏 微分 方程 的 联系 ;一 
是 与 调和 分 析 的 联系 . 


1. Poisson 积分 与 偏 微分 方程 的 联系 


在 偏 微分 方程 中 ,有 一 类 重要 的 问题 是 求 椭圆 型 方程 的 Dirichlet 问题 的 解 . 
也 就 是 要 求 出 函数 ,使 之 在 区 域内 适合 已 给 的 椭圆 型 方程 ,而 在 边界 上 等 于 已 给 的 
函数 .用 Poisson 积分 公式 (6.3) ,可 以 解 如 下 Dirichlet 问题 :在 区 域 D(0,R) Aid 
合 Laplace 方程 ,而 在 边界 上 等 于 已 给 的 连续 函数 Re). 这 个 问题 的 解 就 是 


u(z) = PPE DeD, = Re; MARME. 


现在 来 证 明 上 述 结论 . 
由 


~1/¢P-lzP_ τι $ Ζ 
ο 


-422 = 
m A = 452 5p LA AP = 0. 因 此 


u(z) = | PC5,z9C5)dr 
在 D(0,R) 上 满足 Δι(2) = 0 是 显然 的 . 要 证 lim u(z) = p(6), 这 里 z E€ 
Do,R) ,ee aD(0,R). 由 于 | PE, z)d = 1, 故 有 
u(pe®) — pCRei%) = FPEO - (Re%))dr, 


这 里 ,上 = Rei% ,z = pex(0< 过 Pp 二 R). 由 于 9 在 1%|= R 上 是 连续 函数 , 故 任 给 
e 之 0, 可 以 选取 6 > 0,4484 | θε - τ]«« δ Rt, | φ(Κοΐο) -PCRer)1<e 成 
立 .于 是 
u(pe®) - o(Re%) = (| +f. gg PE ZOD - OREM de 
oTr ο τ|::δ 
= Τι τε 1ο. 
显然 
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| 万 I< εἰ PE ndr <e. 


[0ᾳ-τ| 


由 于 PCE 2) στ mt n | τ!7 δ, ο. 


一 之 | 

6 二 0, MAZE 7 > 0,484 | z-F (<7 | -rl> δΗ.Π Ιἕ- στ 
2Κ7(1 - cos) ΒΕ R? -- œ <fa 一 cos6)e 成 立 , 这 里 ,M = Sup, | eco) |. 于 是 
Γι [< e. KIE, 5 e 充分 接近 R 时 ,就 有 | ue) — φ(Κοΐο) | 一 2e. 这 就 得 到 
limu Cpe") = φ(Κκοῦυν). 

唯一 性 的 证 明 是 容易 的 .如 不 然 , 设 有 两 个 解 u 及 v, 则 u,v 在 边界 上 取 相 同 
Mie Re) κα ~v 在 边界 上 取 值 为 零 . 显 然 u — v HAVA FEHB. HH Poisson 积 
分 公式 ,边界 上 取 零 值 的 调和 函数 只 有 零 函 数 . 


2. Poisson 积分 与 调和 分 析 的 联系 


在 (6.3) APR R = 1, 即 考虑 的 区 域 是 单位 圆 D, 则 (6.3) 式 的 左边 为 


过 | 1 -ισι _ 上 | (1 — ϱ2)ι(εἶτ)ἀτ 
区 | MO TETT edt = η. 1 -- 2ροος(0 一 r) + p?’ (6.7) 


这 里 ,z ~ pe? ,5 = eir . 
车 ule) 为 在 单位 圆周 GD 上 已 给 的 连续 函数 , 则 uCe™) 可 以 有 Fourier 级 数 
ulet) ~ 2) ane" (an = a] ue ewdr). 


这 个 Fourier 级 数 未 必 收 和 敛 , 但 可 作 它 的 Abel 和 , 即 Σ) aol"! ew .经 过 简单 的 计 


算 , 可 得 这 个 Abel 和 就 是 (6.7) 式 右边 的 那个 积分 

1 ἵΝ (1 — ϱὂγμ(οϊτ)ὰτ 

2rJo 1 --2ρεοςί(ίθ -- τ) + p?’ 

FA BU AE AY) Dirichlet 问题 的 解 知道 , 当 o -> 1 时 ,这 个 积分 趋 于 x(ei2) , 即 


lim 2 anp"! ο" = ule). 
也 就 是 说 ,在 单位 圆周 OD ERER RA u Ce), H Fourier RAHI Abel Al, 4 p> 
1 时 , 趋 于 wu(e") 自己 . 即 连 续 函 数 的 Fourier 级 数 可 Abel 求 和 ,这 是 调和 分 析 中 一 
条 初等 但 重要 的 定理 . 
最 后 ,可 以 应 用 Dirichlet 问题 的 解 , 来 证 明 在 2.5 节 中 已 经 说 到 的 ;具有 均值 
性 质 的 连续 函数 一 定 是 调和 函数 .事实 上 ,可 证 如 下 的 结论 : 
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定理 20 3/2) ER US C 上 的 连续 实 值 函数 , 且 f(z) E U 中 满足 局 部 
均值 性 质 , 即 对 每 一 点 zo EL, 有 充分 小 的 ro >0,40< r< τοπ 


2x 
al, flzo + redo = fCzo) (6.8) 


成 立 , 则 f(z) Æ U EWA. 

证 明 ” 任 取 上 中 的 一 点 zo, 则 有 ro > OAR O< r ro Mr, (6.8) 
式 成 立 . 令 μο(θ) = f(zo + roet), FHA WRF Dirichlet 问题 ,得 到 一 个 以 
μο(θ) 为 边界 值 的 在 D(zo,ro) 中 调和 的 函数 ulz). Æ Doro 上 考虑 函数 
f(z) 一 wu(z), 由 于 f(z) 及 wu(z) 都 有 均值 性 质 , 故 f(z) -ulz) 也 有 均值 性 质 .在 
2.5 节 中 已 经 指出 ,均值 性 质 导 出 最 大 模 原理 , 故 | f(z) -ulz) | 在 8D(zo,ro) 上 
取 最 大 值 .但 是 f(z) - uz) 在 OD(Z05 Fro) LAS , 故 由 最 大 模 原理 知 ， | f(z) 一 
u(z) | 委 0. 由 于 f(z), u(z) 均 为 连续 函数 , 故 当 z © D(zo,ro) 时 ,有 f(z) = 
u(z), 即 f(z) 在 z= zo 处 为 调和 函数 .由 于 zo 是 在 U0 中 任意 取 的 , 故 f(z) 在 U 
上 调和 . 


Ἡ δ 2 


1. 用 Cauchy 积分 公式 计算 : 
Ci ) | sinz -dz ， 


z+i =3 Z 十 1 


(i) | τας 
i COSZ 
αυ | zdz; 


zl=4 2? -π 


iv dz _ wes); 
Ww) oats (n = 1,24); 


dz 
(ν» fa GDF 
ai | dz 


{15225 - 1’ 


x dz _ 、 
WD | ο. | z |= R 上 ,n X EEX; 
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#2% Cauchy RPAH ΠζαιονλλΑΑΛΟΟΟΟΟΟΟΟΟΟΟΟΟΟΟΟΟΟ 


we dz 
cvii) μα αἱ - D(z 23: 
2. iE: 


2" 2 ο 1 26 
(21) = 2πὶ) cont" 
这 里 ,C 为 围绕 原点 的 一 条 简单 闭 曲 线 . 

3. Æ fog 为 在 单位 图 | z | 过 1 Fe, Elz < 中 连续 的 函数 , 则 


πας 
ς 


Zr οι Et g(+), Μα]. 
4. ἃ 
_ 307 +7541 
fo =f tae, 
ἘΡΩ͂. 
2n 
5. 通过 计算 | (211) 时, 证 明 
Γ εος””"θάθ = 2r 。 νι... 3 。 -- 6. en 1) 
6. 称 pr(z) = Shi de d” Eez? - 1)"] X Legendre 多 项 式 , 证 明 : 


Ce - 1)" | 
ση], 2-(ξ-- zy! zed 


其 中 ,7 是 其 内 部 包含 点 z 的 简单 闭 曲 线 . 
7. 车 f(z) 在 C 上 全 纯 且 满足 | [(α) |< Me! ,证 明 : 
| 0) |<M, 


Lf (0) | <m(£)’ (n = 1.2...) 
n! = n 96» . 
8. (外 部 Cauchy 积分 公式 ) ky 为 一 条 可 求 长 简单 闭 曲 线 , 其 内 部 为 域 D, 
外 部 为 域 D2. BR f(z) 在 Ds ASH, Dz + y 上 连续 , 且 limf(z) = A. RE: 


(1 ) -ᾱ- ΠΡ dt = ΠΌΤ #z €D, 
πὶ As # z €D. 


Paz) = 


(2) ΜΕ ΜΙ. 


sf (bY ας = ἭΝ 若 z € D, 
ΝΕ ζ 0, #zED,. 


9. SBR Sz) ΠΡ ASH EAR D LES, HH f(z) A0. EH ἀμ 
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RE OD 上 | f(z) |= MEK), 则 f(z) = Me* ,这 里 ,a 为 实 的 常数 . 
10. 车 函数 f(z) EC 上 全 纯 目 有 界 ,a,B 为 任意 两 个 复 常数 , 求 极限 
lim | f(z) 


Road |z|= x (Zaz bd 
由 此 得 到 Liouville 定理 的 另 一 个 证 明 . 
Ll. 车 函数 f(z) 在 单位 图 | z |<< 1 内 全 纯 , 且 


μμ. 


则 对 于 0 二 + 二 1, 有 


Cn) 
| f ο 5 


特别 取 上 = 1 ~ -二 ,可 以 得 到 
| FPO <eCa +1)! (n= 1,2....). 
12. (Cauchy 型 积分 ) 若 函 数 OO) 在 一 条 可 求 长 曲线 y LER EM BH 
P) = Z| & (oak 


在 不 包含 y 上 的 点 的 任意 域 万 πα 


(2) = BEY EE Gn = 12,6), 


13. 车 函数 ντ 内 全 纯 , 且 不 为 常数 ,在 石上 连续 . 若 f(z) A0, 
m = inf | f(z) |,M= sup | f(z) |, WEDAWE-Az.Am<|f(2j<M. 

14. ΕΠΟ 为 所 次 多 项 式 , 当 |z|<1 时 ,| pn(2z) «κ Μ,Π 1 z< 
+ ce 时 ,| paz) |<M|z |". 

15. RHR f(z) EW | z | 之 RASH, | f(z) <M. f0) = 0, 


| f(z) κά Izl ΙΓ <4, 


其 中 等 号 成 立 当 日 仅 当 f(z) = Mez aE, a HER. 


16. 应 用 定理 5 证 明 推 论 1. 

17. 在 证 明定 理 13 时 ,用 到 了 “由 内 闭 一 至 收敛 的 条 件 可 以 导出 极限 与 积分 可 
以 交换 的 结论 ”. 证 明 这 个 结论 . 

18. 设 函 数 f(z) 在 图 | z | 二 1 94. Η Re f(z) >0,f(0) = α”Σ0Π] 


Fez 7e IFO I< 2a. 
Ζ 
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19. 设 函 数 f(z) 在 圆 |z | 二 1 内 全 纯 , 且 f(0) =0,Re f(z) <A (A>0), 
则 


2A|z| 


20. REF] BRE z = 0 处 的 Taylor RF, AR HK ANE 
ως e +e 7% + 2cosz z? + Azt 
πμ. πο. He 


ρα - 2%); Civ) ἴ 


nT 
21. (1) 若 f(z) 在 |z| 才 r+ 上 全 纯 ,f(z) = Sanz" 为 其 在 z = 0 处 的 Taylor 
n=0 
展开 , 则 
- 2 2n — 1 {* ie) 13 
δὲ | an | r = Af 1 fre ?dp 
(2) #0) 中 的 + = 1,0 
fa, |? 1 2 
ee nt = ql] Κα} /4Α, 


KE,DAXWA | z |ς 1.ἀΑ 为 面积 元 素 . 

22. 证 明 公式 (6.3) 和 (6.4). 

23. EARE zt- 6z +3 = 0 在 图 |z | 过 1 内 有 一 个 根 ,在 1 过 | z | 过 2 中 
有 三 个 根 . 

24. 求 方程 z? -5σ 一 z+2= 0 在 圆 | z | 过 1 内 的 根 的 个 数 . 

25. 证 明 zt +22? 一 2z +10 = 0 在 每 个 象限 内 恰 有 一 个 根 . 

26. 求 方程 z+ 一 8z +10 = 0 在 圆 | z | 过 1 及 图 环 1 <<| z | 过 3 内 的 根 的 个 数 . 

27. 证 明 : 若 4 >e WHEE = az" 在 圆 | z | 二 1 AA n AR. 

28. 若 f(z) 在 圆 | z | 过 1 内 全 纯 , 在 圆 | z | 委 1 上 连续 , 且 | f(z) | 过 1, 则 
f(z) 在 圆 | z | 过 1 内 有 唯一 的 不 动 点 . 

29.(1) 求 一 全 纯 函 数 , 其 实 部 为 er(xcosy -- ysiny) (z = x + iy). 

(2) 求 形 如 αχ) + bx’ y+ cxy? + dy 的 最 一 般 的 调和 函数 ,这 里 ,Q,p,c，d 为 

30. 应 用 调和 函数 的 均值 性 质 ,证 明 : 若 一 1 过 7 过 1, 则 

[Ina -- 2rcosg + rd0 = 0. 
31. 证 明 ; 如 果 在 整个 复 平面 C 上 ,调和 函数 μ(α) LAR ule) BST 
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TI | 
32. RE | z | 二 1 内 的 调和 函数 ,使 其 在 |1z |= 1 上 的 一 段 弧 上 取 值 为 1, 而 
在 圆周 的 其 余部 分 取 值 为 零 . 


明 : 若 >, 记 (z) 在 U 的 边界 BU 上 一 至 收敛 , 则 必 在 U -akg 
n=l 
34. 若 f(z) 在 D(C(0,R) 上 全 纯 , 在 D(0,R) 上 和 连续,M = max | f(z) |. E: 


GZ € DOO,R)\{0} 是 f(z) 的 零点 , 则 
R | Fo) |< (Μ | FCO) |) | zo |. 

5. # |z (> 1, |z: [> le. | z | 之 1. 证 明 : 在 单位 图 周 |z|= 1 上 存 
在 点 zoe 1} | zo -zx |>1. 

36. #BR f(z) 在 DOR) LS. EH: 

M(r) = max | fCz) | 

是 L0,R) 上 的 增 函 数 . 

37. 利用 最 大 模 原 理 证 明代 数 基本 定理 . 

38. # f(z) 是 域 U 上 非常 数 的 全 纯 函 数 , 且 在 U 中 没有 零点 , 则 | f(z) | 在 
U 内 不 能 取得 最 小 值 . 

39. (Hadamard 三 圆 定 理 ) Ἔθ γι <r <+, U ={zEC|n<liz|< 
2),f(z) 在 圆 环 U 上 全 纯 , 在 U 上 连续 , M(r) = max | f(z) |. 证 明 :ln M(r) & 
Crises] 上 是 lInr HOBR WY re [riyrs] 时 ,不 等 式 


In Μ (2) ΕΠΕ nM) + mr M nM) 


ln 六 
40. # f(z) 在 DC0,1) 上 全 纯 , 且 [(0} = 0. 证 明 : f(z) 在 D(C(0,1) 上 绝 
n=1 


对 且 内 闭 一 致 收敛 . 
f f(D(0,R)) C DO, M), a 


(1) FER | f(z) |< Μ 二 | zl, | fo κα 对 所 有 z E DCO,R)\{0} 
都 成 立 . 
(2) 上 述 不 等 式 等 号 成 立 当 且 仅 当 f(z) = Me 2 ,这 里 ,0 为 任意 实数 . 
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42. 若 f(z) 在 DO.) 上 全 纯 , 且 fO = 0. 如 果 存 在 常数 ΑΣ 0, 使 得 
Ref(z) 过 A 对 每 个 z E DOD ος 
D(O,1) 都 成 立 . 

43. # f(z) 1 DO,1) LAH, Β fO = 1. 如 果 对 每 一 个 z € D(C0,1)， 
Re f(z) 0 Kar, Fl A Schwarz 引 理 证 明 : 

(1) 不 等 式 


1-|z| 
14+ | z | 


对 每 个 z € D(0,1) 都 成 立 . 
(2) 上 述 不 等 式 中 等 号 在 z 异 于 零 时 成 立 , 当 且 仅 当 


1 +eiz 
f(z) = πμ 


< Ref < fiz) < HH a 


这 里 ,9 为 任意 实数 . 
44. 若 f(z) 在 DC0,1) 上 全 纯 .证 明 存 在 zo。€ DOD 及 在 D(0,1) 中 存在 
收敛 于 zo 的 点 列 Z1 9220s limf Cza) 存在 . 
45. # f(z) 1 Ὀ(0.1) 上 全 纯 , 且 f(D(0,1)) CDC0,1). 若 zi,zz，…,Zn 是 
f(z) EDOD 中 的 所 有 彼此 不 同 的 零点 ,其 次 数 分 别 为 k1 ,Kk2，… ,kK ， 则 
fœ < I 


y. |k 
27 23 


Z 
l- zZz;z 


对 所 有 z © DOD 都 成 立 .特别 地 ,有 | FOO <TD | zy IN. 


46. # f(z) 在 ΡΟ,» 上 全 纯 ， 且 /(Ρ(0,1)) C D(0,1)， 则 不 等 式 
M | fC) | 过 M2 一 | f(0) |? 成立. 

47. 3: fC) Æ (0.1) LAS, Β (0) = 0. 如 果 |Re f(z) | 二 1 对 所 有 ze 
DOD 都 成 立 , 则 下 列 不 等 式 

Cj) | Re f(z) [ες arctan | zs 


(ii) | Im f(z) [ες πα τι 
对 所 有 z E D(0,1) 都 成 立 . 

48. KH ELE A C= {z€ ClImz>0} 的 全 纯 自 同 构 群 Aut(C'). 

49. 车 f(z) 在 DCO,1) U (1) EAM, Ἡ [(Ὸ) = 0,f(1) = 1,f(D0,1)) CC 
D(O,1), 2) Fo >l. 
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50. # f(z) ARE BRM. 21522 是 D(O,r) 中 的 任意 两 点 , 则 


f) . _ 
| EEESC σε) 2 0， 


并 由 此 得 出 Liouville 定理 . 


附录 单位 分 解 定理 


1. 在 复 平面 C 上 ,定义 


1 ws 
acy = [Fowl τσ) Mlzl<h 
0, 4% | z |], 


这 里 ,天 是 一 个 常数 ,使 得 | 9(z)d4 = 1 ,而 d4 是 C 的 面积 元 素 . 易 证 A(z) 是 C 


ER C? 函数 , 且 在 |z|<1 中 ,0(z) 严格 大 于 零 , 而 supp 0(z) 就 是 | z | 委 1. 称 
OCz) 为 C 上 的 标准 函数 (standard function). # e > 0 为 一 个 常数 , 令 9.(z) = 
eto Z) m 6. 与 9 有 相同 的 性 质 , 且 supp 0.(z) 就 是 | z |<e. 

若 0 CC 为 一 开 集 ,所 有 在 ΓΕ ΤΟ , 且 其 紧 致 支 集 在 Q 之 中 的 实 函 数 的 
全 体 组 成 空间 , 记 作 XA). TÆTTE 
…,U,,…, 使 得 

(1) y U; =; 

(2) 对 O 中 任 一 紧 集 久 ,只 与 {Uj})j>i 中 有 限 个 相交 . 

证 明 # Ka = Ø.K = = BK, Kaes Κιν ' 为 一 个 紧 集 序 序列 ， Aa 
(exhaustion) Q2 ,也 就 是 : 

Ci) Κ, BEEK m HAR AA AMA) Κ,.ι 之 中 ，; 

Citi) 2 = y K;. 

&W,= = K,4\K,- 2V, = K.\Kx- ır >l), . W, EFK, V, ΚΞ, Ην, 
CW,.0 = Y, V,. 

对 V, 中 的 每 一个 点 z, 存 在 U., E€ B, iE ze Un EW, ATF V, ERR, 
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PAE V, ιν Lette Ζεν, 使 得 
V, = 9 U: τος W,, 


WU. dio 是 可 数 的 ， HRED 502), 这 是 因为 了 中 任 一 紧 集 天 ,只 与 有 限 个 
(W, ) IZE. 

具有 人 性质 (1) KU; Ji 称 为 Ω 的 开 覆 盖 (open covering) ,性 质 (2) ERNE 
羡 是 局 部 有 限 locally fi finite) 的 . 

3. 单位 分 解 定 理 ” 若 2 为 C 中 的 一 个 非 空 开 子 集 , {Aier ΔΩ 的 一 个 开 覆 
盖 , 这 里 ,7 为 一 个 非 负 整数 集合 . 于 是 在 NO 中 存在 序列 a1(2),azs(z),…， 
απ(Ζ) ,使 得 

D 对 每 一 个 J Sl. 有 对 应 的 i = iG) € 大 使 得 supp aj Ci, HRA 
{supp Yi lja 是 局 部 有 限 的 ; 

(2) 对 每 一 个 ) Ela <1; 

(3) 对 每 一 个 zE 0,8 dD) aj(z) = 1. 


序列 {aj Cz) yl 称 为 从 属于 覆盖 { 0;);el 的 C” 单位 分 解 . 

证 明 ”对 每 一 个 z E Q, 存 在 r; > 0, 使 得 以 z 为 中 心 ,rz 为 半径 的 圆 的 闭 包 
Bzr) CO ,这 里 ,i € Ι.ΒΠΗ BOr) (ΣΕ 20<r<r,) 的 全 体 组 成 0 的 
开 集 基 , 于 是 由 第 2 小 段 所 证 , APA Byer) dion 满足 上 述 2 PRADO 
(2) ,而 

Bz; srj) CO Bz; oj) S Rip» 
这 里 ,i(j) = i Æ 0 ARERR, S Bj(z) = θ,(α- z) WB Exa, ΤΠ 
{supp 8; } js1 是 局 部 有 限 的 .于 是 
s(z) = 2193) 


E A ÆC ή) Η z € nsz) 0.8 αι (1) = 多 A ,这 就 得 到 定理 中 所 


要 的 序列 . 

4. 若 2CC 为 开 集 ,天 AQ 中 的 一 个 紧 致 子 集 ,V AK 的 一 个 开 邻 域 , Υς- 
0 WWE f E DV) ,使 得 

D0<¢<l; 

(2) 在 天 的 一 个 邻 域 上 ,9 = 1. 

证 明 X}Fe>0,W@ V(K,e)= {z €C |dist(z, K) >e},iX #1, dist(z, K) 
表示 z 5K ZAKER. AR e > 0, fH KC Υ(Κ.ε)ς Υ(Κ.2ε)ς CV. RO, 
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Se το Ως ΟΩΟΟΟΟΟΟΟΟΟΟΟΟΟΟΟΟ 附录 单位 分 解 定理 


= Υ(Κ.,2ε).Ω. = ΩΝΥ( Κε) Ωι ΩΣ 组 成 Ω 的 一 个 开 覆盖 . 由 单位 分 解 定 
理 , 有 {aj《z)}jsi 满足 第 3 小段 中 的 (1),(2),(3). 定 义 

φία) = δ) α/(2}, 
这 里 ， 5y 表示 只 对 那些 supp a; (2) 一 M {3 } 求 和 .2p(z) 显然 属于 BQ), 
supp a; (z) © VCK,2e), 且 在 KK 的 一 个 邻 域 上 ,9 和 1. 这 是 因为 那些 在 >) 中 不 
出 现 的 大 , 必 有 supp ak EAs. Blt supp ax «ΓΩ». PEEV CK e) Ειναι (5) = 0. 
因而 当 z E Υ(Κ.ε) 时 ,p(z) = 2》)aj(z) = 1. 这 就 证 明了 4 的 结论 . 


jel 
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第 3 章 Weierstrass 级 数理 论 


3.1 Laurent 级 数 


Weierstrass 理论 之 一 是 用 级 数 来 研究 与 刻画 函数 的 性 质 .在 第 1 章 、 第 2 章 中 
已 经 讲 到 了 全 纯 函 数 的 寡 级 数 展开 以 及 函数 项 级 数 等 ,这 些 结果 与 微 积 分 中 的 级 
数理 论 大 部 分 是 一 样 的 .但 也 有 一 些 不 同 之 处 ,如 第 1 章 中 定理 3 的 (3). 当然 ,更 
重要 的 是 与 微 积分 中 级 数理 论 不 相同 的 部 分 .在 复 变 函数 的 级 数理 论 中 ,与 微 积分 
级 数理 论 最 大 的 不 同 之 处 是 :除了 Taylor 级 数 外 ,还 有 Laurent 级 数 . 一 个 函数 的 
特性 ,除了 全 纯 部 分 外 ,是 由 它 的 奇 性 所 决定 的 .而 用 来 刻画 、 研 究 奇 性 的 有 为 工具 
就 是 Laurent 级 数 .在 介绍 Laurent 级 数 之 前 , 先 介绍 一 个 有 关 函 数 项 级 数 的 
Weierstrass 定理 ,这 是 一 条 深刻 的 定理 ,这 个 定理 在 微 积分 中 是 没有 的 . 

定理 1(Weierstrass 定理 ) Alf,(z)} (n = 1,2.) Æ UTC Lea, A 


>) fez) #6 U ΕΡΙΜΙ Bbc CBIAE U WEAR EBSO 31/1) fC) 


{ευ EAA’ ΣΤ fe (2) 内 闭 一 致 收 伍 到 FP (2) Ue = 1,2,…). 
n=1 


定理 1 是 很 深刻 的 结果 , 它 告 诉 我 们 :如 果 全 纯 函 数 项 级 数 在 域 U 上 内 闭 一 致 
收敛 , 则 这 个 级 数 收敛 到 一 个 全 纯 函 数 , 且 逐 项 求 导 后 的 级 数 也 内 闭 一 致 收敛 到 全 
纯 函 数 的 导数 . (请 读者 回顾 一 下 微 积分 中 函数 项 级 数 逐 项 求 导 的 定理 ,与 定理 1 
相 比 较 .) 

ἜΤΕΙ 的 证 明 ”由 第 1 章 定理 4 知 , f(z) E U 上 有 定义 且 连 续 . 

若 天 为 U 内 任 一 圆周 , 其 内 部 属于 U,y AK 内 任 一 可 求 长 闭 曲 线 . 由 于 
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ολα ΟΩΟΟΟΟΟΟΟΟΟΟΟΟΟΟΟΟΟ 3.1 Laurent 级 数 


SAD 在 y 上 一 致 收 俩 , 故 由 第 1 章 定理 4, 得 
| feaz = Σ | fa dz = 0, 
这 是 因为 f,(z) 在 K 内 全 纯 . 由 | fdz = 0, 由 Morera 定理 (第 2 章 2.3 节 的 定 
理 7) 得 到 f(z) 在 内 全 纯 , 故 f(z) 在 U 上 全 纯 . 
若 zo EU,D(zo,r) CU, WYS fa CO E Dzor 上 一 致 收敛 到 f. 
z € D(zo,r/2), 则 由 第 2 章 2.3 节 推 论 1， 有 


p | hi @ - f®(z)|<c, ΜΕΝ Σπ -fCz)| 
τι 


成 立 .而 当 n 一 % 时 ,上 式 右边 趋 于 零 . 故 fj (2) HE Daa r/2) το 
f® Cz). i 

对 于 忌 中 任 一 有 界 闭 域 了 ET HE-A BRAD AO 一 致 收敛 到 
f(z). 这 些 邻 域 构成 4 的 一 个 开 覆 盖 , 由 Heine-Borel νο T 的 
有 限 个 开 覆 盖 . 因此 ， Dee (2) 在 4 上 一 致 收敛 到 产 ”(z). 证 毕 

由 最 大 模 原理 可 得 : 若 DC C 为 有 界 域 , 若 {f,(z)) (n = 1,2,…) 在 万 内 全 
Ate D Lie, ACD) fa 2 在 90 HBS Σ)/ (o 在 万 上 一 致 收 


9. 因此 ,定理 1 中 的 条 件 “》)f,(z) 在 Ὁ 上 内 闭 一 致 收 合 到 f(z)” 可 以 改 为 


“f(z) 在 U 中 任 一 闭 曲线 上 一 致 收敛 到 f(z)”, 定 理 1 依然 成 立 


现在 来 定义 并 讨论 Laurent RR. 
E ας Crc,(n = 0, +1, 2,333) 为 复 常数 , 则 称 


DY calz — a)" (1.1) 


严 二 一 加 


为 在 a 点 的 Laurent 级 数 . 即 Laurent 级 数 由 两 部 分 组 成 :一 部 分 是 非 负 震 的 寒 级 
ADe G- a)" ο ο ο 
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z = zp 处 收敛 , 则 称 Laurent 级 数 在 这 点 收敛 . 若 > c, (z - a)" 的 收敛 半径 为 及 ， 
且 R 之 0, 则 级 数 在 | z- a | 二 R nee EARBA ame Get 
PD | z-a|<R LAM. IS = 一 νο ο. πα... 
ER A, Ha > O, MISE | C 二 AAA HAAA IA 
BD eatz = ay ter = È<] z- a |< ο RAAHE E AR Bea, B 


和 ( 记 作 SZD fEr<|z-al<o kA. MR r > R, 则 级 数 (1.1) 处 处 发 散 . 
wer = R, 则 级 数 (1.1) 除了 | z 一 a |= R 的 点 外 ,处 处 发 散 ; 而 在 |z 一 a |= 


R 上 有 不 同 的 情形 ,如 Σ) 5; z HE | z | = 1 上 处 处 收敛 ， Èr fe | z |= 1 上 处 处 


n=—% 


nx0 


发 散 ， Σ 2 三 在 |z|= 1 上 除了 z = 1 外 处 处 收敛 WÈ r< R WEKA. D 在 


n=- 


nx0 


贺 环 r+ 过 | z -a | 玫 民 内 绝对 收敛 且 内 闭 一 致 收敛 ,在 圆 环 外 发 散 , 称 圆 环 为 级 数 
(1.1) KAAR. 由 定理 1, 级 数 (1.1) 在 圆 环 内 收敛 到 一 个 全 纯 函 数 . φίΖ) 在 
lz-al|< RASS. DEr<|z-al<o 内 全 纯 , 而 f(z) = 9(z) + yaz) 


在 + 二 | z - a | 二 R 内 全 纯 ， Den - a)" 称 为 级 数 (1.1) 的 全 纯 部 分 ， 


C-n (z — a)” RAZA. D 的 主要 部 分 (Principal part) RAT REA. ΒΗ με δα 


Fz) 的 特性 主要 由 这 部 分 所 决定 . 

归纳 起 来 , 若 Laurent 级 数 (1.1) 的 收敛 圆 环 为 7 二 | z - a |< R, WR% 
(1.1) 在 此 圆 环 内 绝对 收敛 且 内 闭 一 致 收敛 ,和 函数 f(z) 在 此 圆 环 上 全 纯 . 反 过 
来 ,有 

定理 2 FA [(2) 在 圆 环 V: r<|z-al<RO<r<R<o) 上 全 
纯 , 则 f(z) 在 V 上 有 展开 式 


f = Ὁ ο.(α--α", (1.2) 
其 中 
= 1 f) 
Cn = fa (ζ-- db (r< p< R). (1.3) 


展开 式 (1.2) 是 唯一 的 , 称 为 f(z) 在 圆 环 V 上 的 Laurent 展 开 式 , 或 Laurent 级 数 . 


. 4. 


λε ΩΩ ΟΟΟΟΟΟΟΟΟΟΟΟΟΟΟΟΟ 322 Ἀνδα 


证 明 - (1.9) 式 中 的 积分 与 6 HK < po 一 
R). 若 r+ 二 Pi 二 Pz 二 R, 则 


[ ΚΌ ας =| O ae. 


is-al=e, (§ — ayn} It-al=p, (§ — a)" 
若 zEyY £V ARN = 8Ρία»τι)»γε = 
ap(a,r),r < rest z EAH 过 | z-al<r. 
之 内 ( 见 图 3.1). Ι Cauchy 积分 公式 得 


_ 1 (Ὁ 1 (Ὁ 
fz) = al, fear 一 σα], fat. 


2xi πὶ 
(1.4) 图 3.1 
当 ζε γι 时 ,有 
1 _ 1 _ 5 Goa" 
ξ-Ζ (z -a)(1- $=) — (z-a)" 
这 是 因为 | 2 二 一 1, 上 式 右边 的 级 数 是 在 γι 上 一 致 收敛 的 ; 当 5 € ys 时 ,有 
1 1 _ Σ (za a)" 
-z E- a(1- $=4) ΖΞ! (€- a)" 
这 是 因为 | 和 二 4 | < 1, 上 式 右边 的 级 数 是 在 γι 上 一 致 收敛 的 .将 这 两 个 式 子 代入 


(1.4) 式 ,就 有 (1.2) 式 及 (1.3) È. 
最 后 证 明 唯 一 性 . 设 f(z) 在 U 上 还 有 另 一 个 Laurent 级 数 展开 式 


f(z) = D c, (1 - a)" (r<jz-a|<R). (1.5) 


n=-% 


(1.5) 式 右边 的 级 数 在 | z 一 a |= P(r <P < R) 上 一 致 收 全 到 f(z), 以 


ρα ROD 式 的 两 边 ,然后 在 | z - a | = o 上 积分 ,由 一 致 收敛 性 ,有 


| f(z) = = t — n-m-1 = . ’ 
| (z 一 a)m™t dz ΡΩΝ; | cz a) dz 2ricm ᾽ 
这 是 因为 
2ri， 若 k=-1, 
— k 一 
| cz a)*dz to Ekt]. 
于 是 Cm! = Calm = 0, +1, 土 2,…). 这 就 证 明了 级 数 的 唯一 性 .证 毕 . 
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3.2 Mh we a κ 


若 函 数 f(z) 在 点 a 的 邻 域 D(a,R)\ (a) 上 全 纯 , 则 称 a 点 为 f(z) 的 一 个 孤 
立 奇 点 . 若 a 为 f(z) 的 一 个 孤立 奇 点 ,由 定理 2,f(z) 在 0 二 | 2 τα I< R ΕΠΕ 
FF RK Laurent 级 数 


oo 


fla = >， Cn(zZ— a)", 


而 


ο. =f AE) dat (0«ρ« ΑΒ. n=0, 41, +2). 
2riJ it-al=p (ἕ — a)? 


如 上 一 节 所 说 那样 ,f(z) = plz) + pa), AE 
φ(2) = Serz- a)" (2.1) 
n=0 
在 |1z 一 a | 二 R 上 全 纯 , 为 f(z) 的 Laurent 展开 式 的 全 纯 部 分 , 而 
Pz) = Dons τα)" (2.2) 
在 0 天 | z- a | 二 c 上 全 纯 ， 为 f(z) 的 Laurent 展开 式 的 主要 部 分 . 
讨论 limf(z) 的 情形 ,有 下 述 三 种 可 能 : 
(1) lim f(z) 在 在 且 有 限 , 则 由 Riemann 定理 (第 2 章 2.3 WHERE 9). f(z) 可 


解析 开拓 到 D(a ,R).( 作 为 练习 ,建议 读者 用 定理 2 直接 证 明 . ) 因此 , (2.2) 式 中 
的 c-n PAE. RS A(2.2) 式 中 的 c-n 全 为 零 , 则 f(z) = 9(z), 而 limf(z) = 
?9(4). 故 limf(z) 存在 且 有 限 当 且 仅 当 c-。 全 为 零 , 这 时 称 a 为 可 去 奇 点 . 

(2) lim f(z) 存在 且 无 限 , 则 充 要 条 件 为 : (2.2) 式 中 的 c-。 只 有 有 限 个 不 为 
零 , 即 


ϕ(2) = 


c- 
z-a TG- a” ‘cm 0). 
ΠΠ 

f(z) = φία) + ϕ(7) 
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c- c- 
m . a tot οι(7”- a) Έτη 


其 中 
ϱ(2) = Com + Come (Z — a) ter (C-m = gla) #0), 
这 时 称 a Ἢ [(α) 的 一 个 πι 级 极点 .mm = 1 时 , 称 为 简单 极点 . 
证 明 ”充分 性 是 显然 的 .只 需 证 必要 性 . 
因为 limf(z) = %, 故 存在 6 > 0, 使 得 在 0<|1 z -a | 二 3 内 ,f(z) 隆 0. 于 


是 在 0 二 |z 一 a | 过 6 内 ,F(z) = ne το 938, , 且 不 为 零 ， 并 有 lim F(z) = 0. 由 (1)， 


a 为 F(z) 的 可 去 奇 点 , 且 为 F(z) 的 一 个 零点 . 设 a 为 F(z) 的 一 个 πι 级 零点 , 则 
F(z) = (z 一 a)"A(z). 这 里 ,A(z) 在 |z-a SO EEA ANTE a 的 一 个 邻 域 ， 


使 Cz) 在 此 邻 域内 不 为 零 ， 不 妨 设 此 邻 域 为 | z -a |< AI oH EI 2 - αἱ 


«δ 上 全 纯 上 且 不 为 零 , 其 Taylor 展开 式 为 


1 
λ(2) 


= Com Comza) +" (cn 天 0 |z-a l|<é). 
于 是 | 


_ 1 1 
ID= EG = Gaya) 


C-1 
= tose 十 Ἔσο Ἑ ει(Ζ- ἄλ την 
(z — a)" z-a ο 1 


由 Laurent 展开 式 的 唯一 性 ,得 证 (2) . 
从 (1),(2) 立即 得 到 
(3) lim f(z) 不 存在 ,其 充 要 条 件 为 (2.2) 式 的 系数 c-。 有 无 穷 多 个 不 为 零 , 这 时 


称 a 为 f(z) 的 本 性 奇 点 . 例如 ,F(z) = etz = 0 为 其 本 性 奇 点 ,因为 lim eè = 
+ %, 而 lim ο: = 0, 故 limf(z) 不 存在 ， | 


z=x>0 


对 于 本 性 奇 点 ,有 如 下 重要 的 

定理 3(Weierstrass Æ) # a 为 f(z) 的 本 性 奇 点 , 任 给 8 >0, 则 对 任意 有 
限 复 数 4 及 正 数 e > 0,fE0<| z-a |< 二 6 内 有 一 点 z, 使 得 | f(z) 一 A | 二 e 成 
立 , 即 f(z) 在 本 性 奇 点 的 邻 域内 的 取 值 在 ς 上 是 稠密 的 . 

证 明 “如 不 然 , 存 在 有 限 复数 4 及 e>>0, 在 0 二 | z-a |< dA f(z)- ΑΙ 
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>e.F# 
F(z) = {8-4 
zzZz—a 
在 0 二 |z--a | 二 5 上 全 纯 , 而 当 z 一 4 时 ,F(z)->%. 故 a 为 F(z) 的 极点 ,由 (2)， 
得 


C- σ-ι 
F(z) -------- "”'' 5 + ορ Ἑ οι(Ζ - α) ter 
(z — a)” z-a ° 1 ， 


因此 
f(z) = 


n teet C-2 
(z-a)™ z-a 


所 以 a 或 者 是 f(z) 的 -1 级 极点 (当头 之 1 时 ) MAE f(D 的 可 去 奇 点 ( 当 m 
= 1 时 ), 这 与 定理 的 条 件 相 矛盾 .证 毕 ， 

Weierstrass 定理 十 分 深刻 地 刻画 了 f(z) 在 一 个 本 性 奇 点 附近 的 值 的 分 布 性 
质 .但 1879 年 ,Picard 证 明了 更 为 一 般 、 更 为 深刻 的 Picard 定理 :全 纯 函 数 在 一 个 
本 性 奇 点 的 邻 域内 无 穷 多 次 地 取 到 每 个 有 限 复 值 , 至 多 除去 一 个 例外 值 . 关于 
Picard 定理 ,将 在 第 5 章 中 证 明 . 

以 上 讨论 孤立 奇 点 是 有 限 复 数 的 情形 ,现在 讨论 孤立 奇 点 是 无 穷 远 点 的 情形 . 

车 函数 f(z) EAR V: R<|z|\< © (R>0) 上 全 纯 ,z = o 为 f(z) 的 一 


个 孤立 奇 点 .这 时 候 , 作 变换 《 = 二 ,将 z = % 的 邻 域 变 为 《 = 0 的 邻 域 ,于 是 


十 (A + σι) 十 Co(z 一 a) +, 


ο E< E bee, ο Laurent 级 数 


ε(Ώ = Sleat = Deante Dot = φ(ζ) + go). 
n=-% n=0 n=1 


PCE) 为 g(5) W Laurent 展开 式 的 全 纯 部 分 ,而 J(C) Ἢ ε(Ὁ {3 Laurent 展开 式 
的 主要 部 分 .于 是 


f(z) = 5S i = Σ -- 十 S cnz" = Polz) + Φεία), 
HP, φο(Ζ) Ἢ f(z) W Laurent RIF SRA BABS, φο(Ζ) Ἢ [(Ζ) WY Laurent βὲ 
开 式 的 主要 部 分 . 故 


D 当 z = © 为 f(z) 的 可 去 奇 点 时 
162) = cot τς Gre 
(2) 当 z = 0 为 f(z) Η πι 级 极点 时 
。78 。 


πΟωΩΩΟΟΟΟΟΟΟΟΟΟΟΟΟΟΟΟΟΟΟ 3.3 整 函数 与 亚 纯 函 数 


= e 
f(z) = >， za + Caz + Caz? +e + CmZ™” (Cm AO). 
n=0 


(3) z= % 为 f(z) 的 本 性 奇 点 时 
Ια) = στα Denz”. 
n=0 n=l 


之 


3.3 ” 整 函 数 与 亚 纯 困 数 


车 函数 f(z) 除了 无 穷 远 点 外 ,在 C 上 是 全 纯 的 , 则 称 f(z) 为 一 个 整 函数 
(entire function). FÆ, f(z) 的 Taylor 展开 式 


f(z) = $c" (3.1) 
Ξ0 


E C 上 成 立 . z = © 是 孤立 奇 点 ,由 Laurent 展开 式 的 唯一 性 ,(3.1) 式 也 是 f(z) 
在 无 穷 远 点 的 邻 域内 的 Laurent 展开 式 .于 是 有 三 种 可 能 : 

(1) z = ο X f(z) 的 可 去 奇 点 , 则 由 Liouville 定理 (第 2 章 2.3 节 定 理 8), 
f(z) 为 常数 . 

(2) z = % 为 f(z) 的 一 个 m BARA MK n>m tc, = 0, 即 f(z) 为 一 个 
πι RETA: 

f(z) = Co + ciz + coz? + + CmZ™ (cm FO). 
(3) z = % f(z) 的 一 个 本 性 奇 点 , 则 
f(z) = cotcizt+caz +e + Cnz" +e, 

其 中 ,cn,(n Sl) 有 无 穷 多 个 不 为 零 , 这 时 称 f(z) 为 超越 整 函数 . 例如 ,er ,sinz， 
cosz ,等 等 . 

车 函数 f(z) 除了 无 穷 远 点 外 ,在 C 上 只 有 极点 (极点 的 个 数 可 为 有 限 个 ,也 可 
为 无 限 个 ), 则 称 f(z) 为 一 个 亚 纯 函数 (meromorphic function) . 整 函数 是 亚 纯 函 


τ, τι... 
R: 


P,(z) = aot aiz ++ + anz” (an Æ0), 
Qnm (2) = bo + biz +e + bnz™ (δι Æ 0). 


ο 00. 
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On (z) 的 零点 是 f(z) 的 极点 .由 于 


j ant Anl + 十 on 
f(z) 一 mn ᾽ 
Ζ bm 十 bmi + .+ 了 
Ζ z 
所 以 
an 
bn’ Aman, 
limf (z) 一 co ， n>m, 
0, an< m, 
即 z = οο 或 者 是 f(z) 的 可 去 奇 点 ,或 者 是 极点 . 
反 过 来 ,有 如 下 的 


定理 4 Az ο HWA |(Ζ) 的 可 去 奇 点 或 极点 , 则 f(z) DAA 
HRR. 

证 明 由 于 z = % 是 f(z) 的 可 去 奇 点 或 极点 , 故 存在 R 0.318 fC) 在 
R<|zj< © 上 全 纯 . 设 f(z) 在 z = © 的 邻 域内 的 Laurent 展开 式 的 主要 部 分 
为 p(z). 当 z= % 为 f(z) 的 可 去 奇 点 时 ,p(z) 三 0; 当 z= o 为 f(z) 的 极点 时 ， 
ρ(2) 是 一 个 多 项 式 . 

在 圆 | z | 二 R 上 ,f(z) 只 能 有 有 限 个 极点 .如 不 然 ,f(z) 有 无 穷 多 个 极点 ,由 
Bolzano-Weierstrass 定理, 这 无 穷 多 个 极点 必 有 极限 点 zo,zo 在 |z | 三 R 上 ,zo 就 
是 f(z) 的 一 个 非 孤 立 奇 点 .但 这 不 可 能 ,因为 f(z) 为 亚 纯 函数 . 设 z1 Zo. Zk ἘΞ 
f(z) 的 极点 ,在 zi = he <, k) 的 邻 域内 ,f(z) 的 Laurent 展开 式 的 主要 部 分 为 

biz) = 一 top om oO Ci = 1,2, k). 
z- 7 (z - Ζι) 
全 纯 部 分 为 2; (z), 于 是 函数 
F(z) = f(z) - p(z) - Σιν (2) 
除去 σι 72." Zk 外 ,在 C 上 全 纯 ， 而 这 些 点 是 FCz) 的 可 去 奇 点 .事实 上 , 当 z 一 
zi 时 ， lim (f(z) - 4; (z)) = @ (zi); i >) em (5) - p(z) © zi 是 全 纯 的 ， lim F(z) fF 


mi 


EHAR. Æ z = % ΑΝ, f(z) - plz) Æ f(z) fez = % 的 邻 域内 的 Laurent 展开 式 
的 全 纯 部 分 , 故 lim(f(z) - ere: φι(2) = 0. 于 是 limFCz) 有 
限 . 故 F(z) 在 C 上 全 纯 . 由 Liouville 定理 ,F(z) 为 常数 c. 因 此 

. 80. 


κανα ΩΟΟΩΟΟΟΟΟΟΟΟΟΟΟΟ 2.3 整 函数 与 亚 纯 函 数 


k 
f(z) = c+ pCz) + Σ)φι(α), 
i=l 


即 为 有 理 函 数 .定理 证 毕 . 

除去 有 理 函 数 外 的 亚 纯 函数 称 为 超越 亚 纯 函数 .超越 亚 纯 函数 或 以 z = % 为 
本 性 奇 点 ,或 以 z = % 为 它 的 极点 的 极限 点 . | 

第 2 章 2.5 节 中 已 经 给 出 了 单位 圆 的 全 纯 自 同 构 群 (第 2 章 定理 18) ,现在 可 以 
定 出 复 平面 C 及 扩充 复 平面 C*( 即 C 加 上 无 穷 远 点 ©), thE Riemann ER 5 的 自 
同 构 群 . 

先 来 定 出 复 平面 C 的 全 纯 自 同 构 群 Aut(C). 

若 a(z) € Aut(C), 则 a(z) 一 定 将 % 点 映 为 %w 点 .由 于 映射 是 自 同 构 的 , 故 
为 一 对 一 的 .因此 ,a(z) 在 5ο 点 有 单 极 点 ,根据 前 述 结果 ,a(z) 一 定 是 一 个 一 次 多 
MRE alz) = az +b (ap EC,a 关 0). 反 过 来 , 若 a,b € C,a 头 0, 易 见 
az + b € Aut(C). Μ Aut(C) 是 由 所 有 的 线性 变换 {az+ b | a,b € C,a 关 0} 所 
组 成 的 , 即 Aut(C) 是 由 平移 (translation)w(z) = z + b 及 伸缩 (dilation)a(z) = 
az 的 复合 所 组 成 的 . 

再 来 定 出 C”, 即 扩充 复 平 面 的 亚 纯 自 同 构 群 Aut(C* ). 

ralz) € Aut(C*), Halo) = %, 由 于 自 同 构 是 一 对 一 的 , 故 a(z) 在 C 上 
是 属于 Aut(C) 的 .因此 a(z) = cz +d, 这 里 c,d € C,c 关 0. 显 然 , 若 a,b,c,d 


€ C,H ad - be 关 0, 容 易 直接 验证 alz) = az +b Ε Aut(C*). 


F a(z) € Aut(C*) Halo) Az fl Bz) = — > E ACC), 


α(Ζ 


HLC) = ©, FLA βία) = cz + d, 这 里 c,d € C,c 关 0. 于 是 c+d = 


1 z+b. 
ZO 一 acw)' 由 此 可 解 出 a(z), 得 到 alz) = FORM a = a(o)c,b = 
ἀαί-5) +1, 故 ACC ο - be = 1 所 组 成 


AY. 即 Aut(C*) 是 由 平移 α(α) = z+ b, 伸缩 a(z) = az 以 及 反 演 

Cinversion) a(z) = 1/z 的 复合 所 组 成 的 .如 果 令 2Z 土 也 与 二 阶 方 阵 { P) 
cz + d c 

对 应 , 则 Aut(C*) 与 所 有 的 方 阵 


[2 


det( aE ΠΠ [) 


. 8] >» 
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所 组 成 的 群 相同 构 , 这 里 ,7 = (7 1 ) 为 单位 阵 .这 个 群 称 为 Möbius 变换 群 ,实际 
上 是 SL(2,C)/{+ 六 ,这 里 det 表示 行列 式 ,SL(2,C) 为 二 阶 特殊 线性 群 . 

在 复 分 析 中 有 如 下 一 条 十 分 重要 的 定理 : 

单 值 化 定理 (Poincaré-Koebe 定理 ) ”任意 单 连通 的 Riemann 曲面 一 定 一 对 一 地 
全 纯 等 价 于 下 列 三 个 区 域 之 一 :单位 圆 , 复 平 面 C, 扩充 复 平 面 C Riemann 
球面 52). 

Riemann 曲面 的 意义 将 在 下 一 章 中 叙述 .由 上 述 的 结果 及 第 2 章 2.5 节 中 的 定 
理 18 ,给 出 了 上 述 三 种 域 的 自 同 构 群 , 即 定 出 了 所 有 与 单 连通 Riemann 曲面 一 对 
一 全 纯 等 价 的 域 的 自 同 构 群 .在 下 一 章 中 还 将 证 明 重 要 的 Riemann 映射 定理 : 任 
意 边界 点 至 少 有 两 点 的 单 连 通 区 域 一 定 一 对 一 地 全 纯 等 价 于 单位 圆 . 故 在 一 对 一 
全 纯 等 价 的 意义 下 , 单 连 通 区 域 只 有 这 三 个 .至 于 这 三 个 区 域 上 的 几何 ,将 在 第 5 
章 中 讨论 ， 

可 以 这 样 说 ;Poincaré-Koebe 单 值 化 定理 是 复 分 析 中 最 重要 和 最 美好 的 定理 
之 一 . 


3.4 Weierstrass 因子 分 解 定理 、 
Mittag-Leffler 定理 与 插值 定理 


在 这 一 节 中 ,将 证 明 三 个 构造 性 定理 . 

由 于 整 函数 除了 无 穷 远 点 外 是 全 纯 的 , 故 可 以 用 第 2 章 2.3 节 中 的 Taylor 级 
数 (3.1) 来 表达 .由 3.3 节 , 若 z = % HBR NW (2) 就 是 一 个 多 项 式 , 因 
此 整 函数 可 以 看 成 多 项 式 的 自然 推广 ,是 无 穷 多 次 阶 的 多 项 式 (3.1) .对 于 多 项 式 ， 
一 个 明确 的 表达 式 是 用 它 的 根 ( 即 零点 ) 来 表达 .如 ανν "να, 为 n 次 多 项 式 P,(z) 
的 根 , 则 Β, (2) 可 以 表 为 4(z 一 4a1)…(z - an) ΒΑ 为 复 常数 .这 个 表达 式 称 
AY Pn (2) 的 因子 分 解 .对 超越 整 函 数 ,是 否 也 可 以 因子 分 解 , 即 如 果 a1 ,a2,… ,a,， 
… 为 整 函 数 的 无 穷 多 个 零点 ,是 否 可 将 此 函数 表示 为 4(z - ai)…(z - αν)" = 


ΑΠ (z 一 4i)? 由 于 乘积 是 无 穷 乘 积 , 就 有 个 收敛 的 问题 , 故 不 能 这 样 简 单 地 从 


事 .这 个 问题 的 正确 回答 是 Weierstrass 因子 分 解 定理 .为 此 , 先 简单 地 讨论 一 下 无 
。82 . | 


OOOOOOOOOOOO 3.4 Weierstrass 因子 分 解 定 理 ,Mittag-Leffler 定理 与 播 值 定理 


FRFR. 
对 复数 序列 {zv} (n = 1,2,…) , 作 乘 积 


1 + Uy, 天 0 Ck = 1,2,…), 有 
lim p, = p#0, 
A p 为 有 限 的 , 则 称 无 穷 乘积 


Πα.) (4.1) 
n=1 


πο μι ρ.154Ε p = 1ΓΩ + un). BFA. D 式 是 发 散 的 . 
SEE x SO l +x <e* im 
[ur |+| uz iter tl un |S +] wu DA +| we Dee +| un D 
< elt lt luglttly, 1 ， 
因此 ， Σ | un | στα +1 un D 同时 收敛 或 同时 发 散 . ἘΣ | un | 收敛 , 则 称 


(4.1) 式 绝对 收敛 FEA: 绝对 收敛 的 无 穷 乘 积 一 定 收 敛 ， 且 绝 对 收敛 的 无 穷 乘 各 
可 以 改变 因子 的 顺序 而 不 影响 无 穷 乘 积 的 值 .证 明 从 略 . 

现在 来 讨论 整 函 数 的 因子 分 解 . 

若 整 函数 f(z) OER WE A 902) ,使 得 f(z) = PO? .事实 上 ,只 要 
首先 注意 到 函数 f(z)/f(z) 在 整个 平面 上 解析 , 它 是 一 个 整 函 数 , 则 PC) = 


j πόας 也 是 整 函数 , 而 f(z)e-*? 的 复 导数 恒 等 于 零 . 故 f(z) = ce? = 


er” ,其 中 ,c = f(0) A0 是 复 常数 ,而 9(z) =- ϕ(2) + Inc 是 一 个 整 函数 . 
若 f(z) 是 一 个 只 有 有 限 个 零点 的 整 函 数 ,0,al,a2,…,anCai 关 0 (i = 1,*…， 
n)) 是 f(z) 的 零点 ,其 级 分 别 为 m,mi, Mn. F 


Ρ(2) = z"(1 ~ ZY …(1 ~2)", 


an 
ΠΙ hz) = ta 以 z = 0.a;(i = 1,…,n) 为 可 去 奇 点 , 故 h(z) 为 没有 零点 的 整 
函数 .于 是 h(z) = e*?,y(z) 为 整 函数 .因此 ,f(z) 可 表 为 
fz) = z" (1 -2) σπα ΠΕ ， 
即 f(z) 可 表 为 一 个 多 项 式 及 一 个 无 零点 的 整 函数 的 乘积 ,而 此 多 项 式 以 f(z) 的 
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零点 为 零点 , 且 级 相同 . 

若 整 函数 f(z) 有 无 穷 多 个 零点 且 不 恒 等 于 零 , 由 于 f(z) 的 零点 可 列 , 可 将 
f(z) 的 零点 按 模 的 大 小 排列 成 一 个 序列 (z = 0 除外 ,将 另 做 处 理 ) al dost ans 
…, 则 有 

O<] an |S] aan |> lim|a, |= ©. (4.2) 


由 于 lim | απ | = co OTE RA IER RAR ky Koss Κι 而 Κι 为 正 


ο λα νο πα 
虑 无穷 乘积 


ο. ta) J eD 
记 


ο. 
Q,(z) = In(1- Ž)+ P,Q), 


E, (z) = (1 ο )em = ehr, 


则 (4.3) RMA J] EE， (2). 
对 任意 固定 正 数 民 ， RERS N.E nS NIN | a, | >2R. SRA 


ΠΕ.62), | 2 |«“Β»π5ΝΗ͂, = ο. 
n=N n 
| z | al 1 ΕΡΕ... - 
[0,Ω}!-πη(τέτ)᾽ teala + 
| z | k +1 1 
<a λα. 
lan | 
R katl 
«-2[τα-η) . 


BED) (Taq) BMH ΣΟ. (1) 在 | z < R EANES i 


Πε, Ξ οχρ(Σ10,«2)) 
n=N n=N 
在 | z| 科 愉 上 一 致 收 伍 .由 Weierstrass 定理 (定理 1), 这 个 无 穷 乘积 表示 一 个 在 
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ΟΟΟΟΟΟΟΟΟΟΟ Ο 3.4 Weierstrass H) F A-A E Mittag-Leffler 定理 与 插值 定理 


|z| 二 R 上 的 全 纯 函 数 , 且 此 函数 不 为 零 , 而 (1 - Z) TLE.) 的 零点 为 an 
Gn = Lys - TD, 目 这 些 点 者 在 | z |<< 2 有 R 之 中 .因此 ,在 | z | 二 中 的 那些 a 
η ΤΗ η 
ο | 二 R,n 充 分 大 时 ,可 使 1 Q(z) | 过 1. 易 证 le -11< 2 | 2) “| z1< 
1 时 成 立 . 故 
| E (2) -1 =| e% -11< 4 | 0,2) i<( ROY, 


sw JIE, (2) ἮΝ 充分 大 时 在 | z |< R bAa. 
ΤΕ, 对 于 已 给 的 复数 序列 (4.2) ,存在 一 个 以 a,(n = 1,2,…) 为 其 零点 的 整 


函数 ϱ(2) = ΠΠ (2), 这 个 无 穷 乘积 对 z 绝对 收敛 , A Pw(z) = 


Ν 
(1-2) Ἡ Ε,(2) 在 任意 加 | z |< R 上 一 致 收敛 到 8(z). 于 是 得 到 
n=2 
H 5( Weierstrass 因子 分 解 定理 ) €f) 为 一 整 函数 ,z = 0 为 f(z) 的 m 
重 零 点 (m 也 可 以 为 零 ) HREAN arrazu O<| an |S] dan | slim | an | = 
= ). 若 对 任意 的 R > 0, 有 非 负 整 数 数列 ky ,ks，…,k，,，,…, 使 得 (Te) 
n=1 n 
Wee, WW f(z) 可 表 为 
fœ =z" TT (1 ο), (4. 4) 
n=1 n 
其 中 ,h(z) 为 一 整 函数 , Ρι(Ζ) = 1, if 
_ 1/z\? 1 1/ .z \kn 
Ρ,(2) = a + z) +e τα) (η 3. 
显然 ,可 取 Κιξῃπ- 1, 则 
oo 2 n-1 
j= ο e+ HEY +E)" 


n-l\a 


证 明 ”如 前 所 述 ,可 以 作出 整 函 数 g(z) Va, (n = 1,2,…) 为 其 零点 .于 是 ， 
z™g(z) 与 f(z) 有 相同 的 零点 及 相同 的 级 . HE 0,ai (i = 1,2,…) 为 H(z) = 


σάκο 的 可 去 奇 点 , 且 无 零点 , 故 HG) = ον ,这 里 ,hz) DERN EAE. 


由 于 βία) 不 唯一 , 故 f(z) 的 表达 式 也 不 唯一 . 
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对 于 亚 纯 函 数 , 可 以 有 怎样 的 表达 式 ? 首 先 ,从 Weierstrass 因子 分 解 定理 的 证 
明 中 可 得 : 

任意 亚 纯 函数 可 以 表 为 两 个 整 函数 之 比 . 

证 明 αἱ f(z) 为 亚 纯 函 数 , 于 是 存在 整 函数 i), CAS 的 极点 为 其 零 
PL fo(z) = f(z)fi(z), 在 f(z) 的 极点 a 处 定义 户 (a) = lim fo Cz) » I 户 (z) 
也 是 一 个 整 函数 , 故 γα) = ESS .证 毕 . 

由 于 任意 亚 纯 函 数 可 以 表 成 两 个 整 函数 之 比 , 而 由 Weierstrass 因子 分 解 定 
理 ,每 个 整 函数 可 以 表 成 (4.4) 式 的 形式 , 故 每 个 亚 纯 函 数 可 表 为 两 个 形 如 (4.4) 
的 式 子 的 商 .这 时 ,这 个 亚 纯 函 数 可 以 用 它 的 零点 及 极点 明确 地 表示 ， 

此 外 ,在 上 一 节 中 已 知 , 如果 一 个 亚 纯 函数 f(z) 只 有 有 限 多 个 极点 araz, 
“dH z= % 是 它 的 极点 或 可 去 奇 点 , 则 f(z) AAPM IF AA 


f(z) =ct+ plz) + Σν (2), 


这 里 ,c ABM, plz) 为 多 项 式 , Yj(z) 为 极点 z = αι 的 主要 部 分 (定理 4) . 
对 于 一 个 超越 亚 纯 函 数 f(z),z = % 或 是 它 的 本 性 奇 点 ,或 是 它 的 极点 的 极 
限 点 . 若 z = ο 是 f(z) 的 本 性 奇 点 , 则 f(z) 的 极点 仍 为 有 限 多 个 , 故 UCC) = 


fz) - D o 是 一 个 超越 整 函 数 ,因此 


f(z) = Ulz) + DH. 

若 z = % 是 f(z) 的 极点 的 极限 点 ,这 些 极 点 是 43,42，,…,a,，,…. 按 模 的 大 小 
排列 起 来 , 则 有 | as |<] ann [lim | αν |= %. 在 &aj 点 ,其 主要 部 分 为 几 (z) 也 
是 已 给 的 . E TA EE A RA f(z), 以 αι 4ος απο 为 其 极点 ， 而 以 pis P, 
0, ere 为 相应 的 主要 部 分 ?于 是 有 

定理 6(Mittag-Leffler 定理 ) ”存在 这 样 的 亚 纯 函数 , 以 αι λαο» να νι 
(| an Γκ | ἄπει | ， lim | an | = co ) 为 其 极点 ,而 以 PCZ) Plz) ste Pa CZ) at 
为 相应 的 主要 部 分 . | 

证 明 ”在 a 点 取 小 的 邻 域 U;(i = 1,2,…), 使 得 U; QN U = ο GA). BR 
C° 函数 pi ,使 得 9; = 1 在 ai 的 一 个 小 邻 域 Vi CU; eg; = 0 在 U;(i = 1,2， 
…) 的 补 集 上 . FÆ CVa = 1,2,…)} 上 定义 w = Deh, 则 u 在 
C\ia; Ci = 1,2,…)} EA C”, HÆ ΜΙΝ la: VERIEN os BIHE a: 附近 ,有 要 求 的 
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主要 部 分 .但 u 不 是 亚 纯 的 . 令 

Ou > . ;= eee 

Az δε ΖΕ ΟΝ {ai(i = 1.2, ))， 

0， 当 z = ai(Ci=1,2,…). 
由 于 在 Vi\{ai) 上 w= poza 时 ,2 = 0, 即 在 VN\{ai) 上 ,4 = 0. 
而 由 4 的 定义 , 当 z = di 时 ,4 = 0, 故 4 为 连续 函数 . 同 理 可 证 A AC? 函数 . 适 
当地 选取 Vj(i = 1,2,…) ,就 可 保证 4 = A(z) 在 复 平面 C 上 绝对 可 积 . 于 是 由 
一 维 3- 问题 的 解 ( 第 2 章 2.1 节 定理 4 的 推论 1) δ- 问题 


ov . 
Əz A 


在 C 上 有 C” 的 解 w， 这 可 表 为 第 2 章 2.1 节 中 的 公式 (1.4). 于 是 , = u- v 
为 所 求 的 亚 纯 函 数 .显然 , 当 z E ΟΝ (aG = 1,2,…)}) 时 ， τω, = 0, En 2 


= 0, 故 当 z € C\ (a; Ci = 1,2,++)} 时 ,上 是 全 纯 的 ， 由 于 yvEC”(C), 由 的 定 

用 9- 问题 的 解 来 证 明 Mittag-Leffler 定理 ,干净 利索 .但 如 用 古典 复 分 析 的 办 
法 来 证 ,可 以 将 所 得 的 亚 纯 函数 写 得 更 清楚 . 

定理 6 (Mittag-Leffler 定理 ) 设 f(z) HEAR, ann = 1,2,…) 为 f(z) 
的 极点 , 且 [αν |S] aan [πα | a, |= %, 则 f(z) 可 以 写成 

f(z) = UCz) + Div, (2) - Ρ.(2}], 

RE, Ψ, (2) 为 f(z) 在 极点 z = αν 处 的 主要 部 分 ， P,(z) (n = 1,2,…) 为 多 项 式 ， 
U(z) AAR. 

证 明 取 正 数 en > O(n = 1,2,…), 使 得 > En We. ται = 0, 则 取 Ρι(Ζ) 


= 0.3} an Can Æ 0), Wa πο ο EAE | z | 过 | a 内 全 纯 ,因此 
可 展 成 Taylor 级 数 
Paz) = >, en 


“| zl<la, | 时 成 立 .这 个 级 数 在 |z <4 lan | 内 一 致 收敛 到 更 。(z) , 故 存 
HE An ,使 得 
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ro- Σ HO (0) ze en. 


记 P,(z) = 5 @ Va ze. 设 R 为 任意 正 数 , 取 正 整数 N = NCR) AY n > 
N 时 ,| an Tp n NT, las RN RI 
1 
Fla |) 时 

| Prlz) — Ρ,(α) |< en. 


HFD en Wea, 故 Di (ψ, (27) =- P,(z)> Æ| zI<R Γ- ΔΑ. 4 n > NBT, 
Vv, (2) 的 极点 z = αι 不 在 |z | 二 RR 内 ， 故 由 Weierstrass 2 38 GE FH 1), By (2) = 


> (Pn) - P,(z)} 在 |z |< R ESA. FE φ(α) = SP) — P,(z)} 


n=N+1 n=1 


+ Oy(z) Æ | z |< RADE | an |< R 的 那些 a,(n = 1,2,…) 点 为 极点 ,其 
主要 部 分 是 F, C). AF R 是 任意 的 , 故 oC) 即 为 以 aliasz，…an… 为 极点 ,以 
Pilz), Plz), (2)... 为 其 相应 主要 部 分 的 亚 纯 函 数 .定义 Uz) = f(z) 
- 9(z),U(a,) = lim { f(z) — 9(z)} W] UCz) 为 一 整 函 数 .定理 得 证 . 


BOB πι 个 点 z1,…,zm Rm 个 复数 值 a1 ,av ,一 定 可 以 找到 一 个 多 项 式 
PD(z) ,使 得 p(z) FE z; 的 值 等 于 aj(j = 1,2,…,m). 这 只 要 从 m 个 方程 p(zj) = 
a;(j = 1,2,…,m) 中 解 出 p(z) 的 系数 来 即 可 .同样 ,车 已 给 πι 个 点 zi ,…,z 及 
ΑΕ aj. = 1em; 0 κκ 一], 这 里 nj 为 正 整 数 , 则 可 以 找到 多 项 式 


pz) ,使 得 pe eR = aji ,也 就 是 可 以 找到 多 项 式 p(z) ,使 得 p(z) 在 点 z) 上 的 


Taylor aver nj 项 是 所 给 定 的 多 项 式 . 下 面 证 明 一 个 十 分 一 般 的 插值 
(interpolation) 定理 . 

定理 7( 播 值 定理 ) A 215220 WC 中 的 一 个 离散 点 集 , mi, ντ." 为 一 个 正 
BBUF aj. ji S10 k Sn; -1) 为 复数 序列 , 则 一 定 存在 一 个 整 函 数 g(z)， 
使 得 

gP Cz) = Κίαι (jl1;0 才 knj;-1) 

R. 即 :如果 预先 给 定 一 个 点 列 {zj)} 及 每 一 点 z; 上 的 Taylor 展开 式 的 开始 nj 
项 , 则 一 定 存在 一 个 整 函数 ,在 这 些 点 上 ,有 这 样 的 Taylor 展开 式 . 

证 明 由 定理 Weierstrass 因子 分 解 定 理 ), T AFR BS PRA Cz), 使 得 
f(z) fiz = zj 处 为 nj 重 零 点 .由 于 zi,zz，… ,za，… 为 一 个 离散 序列 , 故 可 以 找到 
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正 数 序 ΠΕΡῚ εἰ »ε2»" ”9En ，,… ,使 得 以 Zj 为 中 心 ,2ej 为 半径 的 圆 D(zj ,2ej) 相互 之 间 
不 相交 . 作 
Pi(z)= ΣῚ αμεία-αρ' GSD. 


对 每 个 j, 作 oj E Οἱ ,使 得 2i 的 支 集 在 D(zj,2ej) 之 中 , 且 0 科 9 <1, ME 
Ῥία;»ε;) 上 Pj =] Gj = 1],2,.…). 
令 p(z) E ον VE PRL 

g(z) = Dy Pilz) ¥)(2) - f(z (2). (4.5) 
由 于 φι 的 支 集 在 C 上 所 不 相交 ， 故 对 每 一 点 z € C， ΣΡ) (z)9)(z) 中 最 多 只 有 
一 项 不 为 零 , 故 这 个 和 式 是 有 意义 的 .我 们 要 求 出 ϕ, 使 得 g(z) 是 一 个 整 函 数 , 即 
zR = 0. 当 z € C 时 ,此 即 

=P (αὐ 95152} = Κα Æ. 


令 h(z) = ΣΡΙ SEION ΜΕ UD Cze) EA) =0.E2 = 2) ft, BE 
jet 


= 0, 则 其 号 在 C 上 是 C” HARASS WH 2 2 ATE, 


5- 问题 25 = ere 的 解 少 . 取 这 样 的 区, 则 (4.5) 式 定义 了 一 个 整 函数 ,在 


YD) 上 ,各 = onii Φ 152) 的 附近 是 全 纯 的 .由 于 f(z) 在 z = zj 处 有 n 


REM MCA. 式 所 定义 的 gz), AERTS IE: 4O<Sk Sn; - 1 
ϱ Cz) = Pi (z)) = Klay 
成 立 , 故 定理 得 证 . | 
ΗΡΑ ΕΘΙΜΑ ARDY HE ER Bl — 1538 PAP. EY Taylor RARE BER 
数 .但 定理 7 告诉 我 们 , 任 给 一 个 n 次 多 项 式 ,不 论 n BRK BBV n A). 
能 找到 一 个 整 函 数 , 它 的 Taylor 级 数 的 开始 n 次 多 项 式 就 是 已 给 的 这 n 次 多 项 式 . 
这 显示 了 多 项 式 与 整 函数 之 间 的 根本 差别 .因此 ,定理 7 是 一 条 很 深刻 的 定理 . 
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3.5 留 数 定理 


若 函 数 f(z) FE Da, rn {a} (720) 上 全 纯 ,a 为 f(z) 的 孤立 奇 点 ,f(z) 在 
点 a 的 留 数 定义 为 


Res(f,a) = ΞΗΙ fdz, 


2πι. |ζ-αἱ-ρ 
H,O<e<r. AF f(z) E Βία, ν)λ (a} 上 可 展开 成 Laurent RA f(z) = 
Σ cn (z — a)" ft Res(f,a) = οι. 


πΞ-οο 


若 z = © Ἢ f(z) 的 孤立 奇 点 ,f(z) ER<] Ζ |< % 内 全 纯 , 定 义 f(z) 在 
z= © 的 留 数 为 
Res(f, 55) =-- 元 | Fdz, 


2riJ jzl=ø 
这 里 ,R <p 过 %. 由 于 f(z) 在 z = © 的 邻 域内 可 展开 成 Laurent RH f(z) = 
Σ Caz” t Res(f,%) =- c. 
ατα (ao) A f(z) 的 m mN 级 极点 ,于 是 f(z) E a 的 邻 域内 可 写 
成 


_ 1 
fz) = Go” qm > 
m gez) 17 = a ihe, H g(a) £0, 故 


8(2) = Σ) Ag az- a)". 


n=0 
因此 
Res(f,a) = οι = σε” να). 
而 
(m-1) _ µη, dt m 
8 (a) lim zall a)"f(z)], 
故 


ο 00 à 


οσο σΟΟΟΟΟΟΟΟΘΟΟΟΟΟΟΟΟΟΟΟ 85 PARA 


Res(f,a) = 


特别 地 , 当 m = 1 时 
Res(f,a) = gla) = lim(z — a)f(z). 


1 lim qn [Cz - a)™f(z) ] 
(πι 一 1)1 za dz” ᾿ 


有 如 下 的 
定理 8( 留 数 定理 ) f(z) 在 域 SC 上 除去 zi, za，…，zn 之 外 是 全 纯 的 ， 
f(z) ÆU ERR 215200 Zn 之 外 是 连续 的 ,3U 为 可 求 长 简单 闭 曲 线 , 则 


| faz = 2πὶ δ) Res(f ,zxr). 
k=1 


定理 8'( 留 数 定理 ) 车 f(z) 在 C” 上 除去 2122.0 Zn 之 外 是 全 纯 的 ， 
zi,Z2，"… ;Zn，% 为 f(z) 的 孤立 奇 点 , 则 f(z) 在 所 有 这 些 孤 立 奇 点 的 留 数 之 和 为 
零 , 即 


S) Res(f, z) + Res(f,) = 0. 
k=1 


这 两 条 定理 的 证 明 是 显然 的 ,只 要 用 Cauchy 积分 定理 ,立即 可 得 .证 明 从 略 . 

留 数 定理 本 身 是 十 分 简单 的 ,重要 的 是 可 以 用 它 来 计算 一 些 定 积分 的 值 ,而 这 
些 定 积分 的 被 积 函 数 的 原 函 数 往往 是 求 不 出 来 的 .用 留 数 定理 求 定 积分 有 种 种 技 
巧 , 如 函数 f(z) 的 选取 , 积分 路 线 的 选取 等 等 . 在 这 里 只 举 六 个 简单 的 例子 
来 说 明 . 


δρ. 


_ 1 
ᾳ HE ftz) = dew σι M f(z) EE 


半 平 面 中 有 唯一 孤立 奇 点 z = i, 它 为 n +1 级 极 
点 . 取 UL 为 上 半圆 | z |< R,Im z > 0( 见 图 
3.2) .于 是 


Res(f,i) = 


1d | -p 
n! dz" \(z? +19") 
1 n 


z=i 


= nar (Gr D] 

= ni dz” (z + 12131 z-i 

_ 1 CDH + DM t+ 2): 02η) 
n! (2102131 


_ (2n)! 
21 2 Cnt)?” 
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男 一 方面 ,有 
>= l dz 
Res(f,i) = Al d+ Z2)n+l 
一 1 R dx 1 dz 
τ | 《1 + x2)! + zi, G+ ση) (5.1) 
这 里 ,ya 为 上 半圆 周 ( 见 图 3.2): z= Re (0K0<r). 1E 
Lf dz _ 1 Γ iRe“dé 
2xi YR (1 + 22>"?! 2πὶ)}ο (1 + ΓΕΝ 


X R > © 时 ,显然 这 个 积分 趋 于 零 . 因 此 ,在 (5.1) APS R 一 % , 即 得 


dx - D ， > (2n)} 
[ (T+ x2) 7 2πὶ Res(f,i) = T Dan (η 1)?" 


62 HAR Dirichlet 积分 ) | > Tet 


* sinx =4f sinx 
解 显然 | x dx ο) x dx. 


考虑 f(z) = Si Ὁ Ἢ EEE REE 


FLA 3.3) ,其 边界 为 : 
~R<z<-r; 
r<z< R; 
Yr: z= rë (Οςθςπ) 
Yr: z = Κεν (0ς:0ςπ). 
由 于 f(z) 在 这 个 半圆 环 中 全 纯 ， 由 


Cauchy 积分 定理 ,有 
[Ὕλαν + | Foodx +| f(z)dz +| fdz = 0. 
r -R YR Yr 


而 
| flz)dz = Γ ec Redd = if ο Ramer Rost ag, 
YR 0 Re” 0 
故 
"Rsing — Ë _Rsine 
|f, fœaz|< κ do = 2["e aa. 


但 当 0 之 9 之 至 t= < sind, tk 


02). 


πλ ωΟΟΟΟΟΟΩΟΩΟΟΟΟΟΟΟΟΟΟΟΟ 35 留 数 定理 


ik e 85d gg < 


3 -280 N/R 
Pe dô = aR e*), 
当 R> ο 时 ,这 是 趋 于 零 的 .因此 , 当 R 一 ο 时 ,| f(z)dz > 0. 
另 一 方面 
0 ᾽ ᾽ 0 
| feaz = if em dg = if C+ Odo =- ri + OC”), 
Yr π π 


4 r > 0 时 ,| f(z)dz >- xi. Mi 


ΜΙ Ξ Γ᾽ dx = -| edx， 


x 


于 是 在 


r 


中 , 令 r—0,R— co , 即 得 


Γ eeta + |, faz + | faz =0 


” sinx π 
| itay = 至. 
ο x 2 


例 3 计算 | COSX2 αχ 及 | sinx?dx. 
fR We f(z) =e”, 取 U 为 由 1: 0<z<RT: re?O<r<R) Bye: 
Re” (0< 9 过 至 ) 所 围 成 的 扇形 区 域 (图 3.4). 于 是 由 Cauchy 积分 定理 ,得 


| Spaz + | Spaz + | fade = 0. 
而 
| flz)dz = | ewei iret da, 
YR 0 
故 


x 
4 一 


| /C2dz|<R| e ie dg 
YR 0 


« ΠΝ eR 10 10 
0 
Ξ IR! - e). 
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lim (| faz +f f(2az) = 0, 
即 
| ev ax - [evel eldr = 0. 
0 0 
这 就 有 
[oe dx = ΙΝ dx 
0 0 
但 已 知 | e* dx = EE pat” ex dx = Πο} .于 是 
0 2 0 2 


| COSX2dx = | sinx?ax Ξ ven, 


Si 4 计算 积分 | Κ(ωοςθ,εἰπθλάθ, XE, RCE, 7) 是 ,7 的 有 理 函 数 , Η 
R (cos0,sin9) 在 [0,2x] 上 连续 . 


解 ” 对 于 这 样 的 积分 ,可 以 化 为 单位 圆周 上 的 积分 . 令 z = ei ,由 第 1 音 (6.1) 
式 ,得 cos0 = 2 se sing = 2 -- ,d0 = 2 ,于 是 

| Rdccose,sing)db = fR (7 a ) 至 ， 
则 F(z) = Ar (一, 


τν προς ο 
Β | 2 | 过 1 内 的 极点 ,那么 


2r n 
| Reosg,sing)dg = πὶ X) Res F(z), Σι). (5.1) 
k=] 
、 ἂν sin20 
例如 ,计算 积分 | Sito dg (a > b> 0). 
z = e?, 则 上 述 积分 等 于 


4 


i 
55... Fdz, 


这 里 
(27 -- 1)? _ (23 - 1)? 
FO) z? (z? + 282 44) ~ z’ (z - α)(ς - B)’ 
b 
而 
oa at Va? = BP β- -α- va -b 
b i ~ 


b 
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是 方程 2 + 22z + 1 = 0 的 两 个 根 .显然 ,z = 0 与 z = a 是 F(z) 在 | z|<<1 内 


的 两 个 孤立 奇 点 ,它们 分 别 是 F(z) 的 2 阶 极点 和 1 阶 极点 .不 难 求 出 F(z) 在 z= 
0 与 z = e 的 留 数 分 别 为 
Res(F(z),0) = a +f, Res(F(z),a) -α-β. 
于 是 ,由 (5.1) 式 得 到 
P sin? 0 
o a + bcos 


d8 = 2ni- ορ [Res(F(2),0) + Res(F(z),a)] 


2a 


= je. 
= 2ni 55 


= Fa - Va- 02. 
用 类 似 的 方法 也 可 以 计算 形 如 | RCcosng,sinng)dg， [ Recose， 


sin0)cos10d0 以 及 | “RCcos0,sin0)sinngd0 等 等 的 积分 ,这 里 ,R RPA MRKA. 
更 一 般 地 ,还 有 一 些 类 型 的 实 的 定 积 分 ,可 以 利用 围 道 积分 来 求 留 数 的 方法 得 
到 其 答案 . 例如 以 下 一 些 类 型 | foods, | foods, | 7eopar， 


I fx)cosaxdx, | fCx)sinaxdx (a > 0) .等 等 .当然 ,对 这 些 积分 中 的 f(x) 一 
定 要 有 所 要 求 , 对 不 同类 型 的 积分 ,要 选取 好 各 种 不 同 的 合适 的 围 道 积 分 ,这 就 需 
要 高 明 的 技巧 .本 书 不 拟 对 各 种 类 型 的 实 定 积分 进行 一 一 的 讨论 与 举例 ,因为 这 要 
占用 不 少 篇 幅 , 好 在 在 一 般 的 教科 书 上 都 能 找到 . 在 这 里 只 打算 再 举 下 列 两 
个 例子 . 

例 5 计算 积分 | dx (0 之 a+1 
< B). 

解 ” 取 f(z)= Τσ PR -πκατεζς 


x, W f(z) 是 多 值 函 数 的 主 值 分 支 . 在 除去 
1 + z? = 0 的 解 的 那些 点 外 ,f(z) 在 复 平面 上 
是 全 纯 的 . 

再 取 0 二 ee 二 1 二 R. 域 U( 见 图 3.5) 是 由 


曲线 Ii: e<zax<R, D: ταξ(ε«τ« 
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R), Cr: Re” (0<0< 4) MC., ee” (0< ὁ < EMERIK. BAE UPR 


有 z= e 是 奇 点 .于 是 ,由 留 数 定理 得 
| zaz+| Fazdz+| fizrdz + | fdz = 2ri Res( f(z) οἳ ). 
Γι CR T2 Ce 
上 述 各 个 曲线 积分 的 取向 见 图 3.5. e + 0,R — 0Η 
| flz)dz = | x" dx T x” dx 
Γι de 1+ x8 ο 1 «κο “᾽ 


_ [7 κ.α τ aid 
I. fz)dz =o T+ RES d0 一 0， 


I, ασ ΓΤ Τε τοῦθ αν --- οὗ aan rye 


ΜΠΕΣ Ξ |. oF pei edd --0. 


易 见 
Res( f(z) ,e# ) =- go 
因此 
5 ye 
[ T+ κραχ Asin a + Dr 
例 6 求证 
_ © ev 2πχξ _ 1 
Γ- κ. cosh πκάχ ~ cosh re- 
CRED τη πε 的 Fourier 变换 依然 是 它 自己 . 
证 明 WEE CRS Ie =| f(z)dz, 这 里 ,f(z) ο 


HAS, SAMS ev =e", Be’ = 一 1. 而 Ur 为 矩形 ,如 图 3.6 所 示 , 它 的 四 边 
分 别 为 :x BHM — R BIR ;与 x 轴 相 平行 的 线段 ,从 R +2i 到 一 R +2i; 线 段 ,从 R 
到 κ + 2i; 以 及 线段 ,从 一 R+2Ai 到 一 R 


f(z) 在 Un 中 只 有 两 个 单 极点 , 即 a = 4,8 = 31 IER f EA a 处 的 留 数 . 
由 于 


_ 一 p-2nizé 2(z 一 α) — 2rizé 之 一 CQ 
(7 - α)/(2) =e “hem 26 η er Gt a gina? 
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因此 
η - 一 τοπία Ê ana 1 = ef 
lim(z a)f(z) = 2e © grem " π᾿ 
于 是 
πε 
Res(f(z),a) = &. 
xi 
同样 可 得 


3re 


Βος(/(2),β) =- S. 


πι 
在 边 z = R+iy ONy<2) 上 ,有 
| e-2"i# [ες οὐ! 


m4 R — ο 时 
| coshxz | = 7 > 二 | e| Je | 
ἘΞ Lek — -rR 
=> le e™)>o, 


因此 , 在 Γκ 中 ,f(z) 在 R+iy OS y <2) 上 的 积分 , 当 尺 一 ου 时 是 趋 于 零 的 . 
同样 ,f(z) E -R +iy (之 y 才 2) 上 的 积分 , 当 R -> % 时 也 是 趋 于 零 的 . f(z) 
在 x 轴 上 由 一 R 到 R ΗΛ} Σ΄ Κ᾽ % 时 趋 于 了 .而 f(z) 在 与 x 轴 相 平行 的 线段 
x + 2i (- R< x< R) 上 的 积分 ,由 于 cosh re 的 周期 是 xi, 故 当 民 ~ co 时 ,这 个 
积分 趋 于 - eI. FÆ, R > œ 时 

Ip >I — eT. 


由 留 数 定理 可 知 
er 


: , οὔτ 
I- eI = 2ni(S - - 
πι πι 


Ẹ 


) =~ 267 (e® -- ελ). 
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由 于 1 一 ουτε 一 一 e2re (e2re ᾳ 218) , 故 


T=2 ο" - e = 2 = —l 
C2 — ent e"f + ο-τὲ cosh re- 
这 就 完成 了 证 明 . 
3.6 解析 开拓 


车 f(z) ER UCC 上 全 纯 . 如 果 存 在 一 个 包含 U 的 域 G, 有 函数 F(z) 在 G 

上 全 纯 , 且 在 已 上 ECz) = f(z) UR f(z) 可 解析 开拓 (或 全 纯 开拓 ) 到 G \U. 由 
全 纯 函 数 的 唯一 性 定理 ,如 果 在 G 内 F 存在 , 则 是 唯一 

的 .同样 ,如 果 fi Cz)» fez) 分 别 在 域 U1 U EEA, 


Β σι U2 = U; + Ø, ME U: Efi = fo MÆ U = 
fo) Ui U U: (83.0) 上 和 定义 


fitz), 当 z€ Ui, 
fez), τε U2. 
FTE f EU 上 全 纯 , 称 Γι, fo 互 为 解析 开拓 . 
3.7 最 自然 ,最 重要 的 解析 开拓 的 方法 是 用 竹 级 数 来 
进行 解析 开拓 .由 Abel 定理 (第 1 章 1.5 节 定理 3) ,一 


f) = 


PBR 

Ao tayzteort+a,z" te (6.1) 
FETE— PU CE R.E | z |< R ARR OA APB. BFL — TS 
纯 函 数 , 记 作 f(z). WR zo Ε D(C0,R), 则 f(z) 可 以 在 z = zo 处 展开 成 Taylor 
级 数 


55 Cn) 
f(z) = Σ) f ocz Zo)". 
n=0 ny 


车 其 收敛 半径 为 Pp,; 则 PP 宇 R -| zo |. MR e Κ-| Zo |, 则 D(zo,P) 有 一 部 分 
在 D(0,R) 之 外 ,于 是 f(z) 可 以 解析 开拓 到 D(zo,P)\ DOR) ER. Fe = 
R 一 | zo |, W] DC z,0) 与 DCO0,R) 相 切 , 设 其 切 点 为 5. 这 表明 f(z) 不 能 于 6 处 
解析 开拓 出 去 , 称 So f(z) 的 一 个 奇 点 . 显然 ,如 果 R 是 级 数 (6.1) 的 收敛 半径 ， 
则 级 数 (6.1) 一 定 在 | z | = R 上 至 少 有 f(z) 的 一 个 奇 点 .如 不 然 , 则 f(z) 可 以 在 
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| z |= R 上 任 一 点 解析 开拓 出 去 , 即 对 于 | z | = R EEA ERA DE, ro) 及 
gr(2Z), 而 gz《z) 在 DCS,rc) 上 全 纯 , 且 当 z E€ DOR) ῃ DG(5,re) 时 gi(z) = 
f(z). 由 于 1z|= R 为 紧 的 , 故 由 Heine-Borel 定理, 在 {DC(5,r:)} 中 可 选取 有 限 
ED br 505, )+D baste, sets D bm ot, ME | Z| = R. 令 G=U Dor) 
P 为 |z|= R 到 3G MR, BRe> 0. FRR -Pp 二 [zl 二 R+06}CG. 在 
G 内 定义 @(z) = ge, (Z) (ΖΕ Ρίξε»τι) CK = 1.291 πι)),ΝΙΦ(2) AG E 
的 单 值 全 纯 函 数 .如 DCSisre,) N Ρίξι»τε,) 天 他 (Κε 1) , 则 (CDCS5 sre) N 
Β(ζιντε)) N DO, R) AD ERM. gs, (2) = 8t,(z) = f(z). 由 全 纯 函 数 的 
唯一 性 定理 ,在 DC Snore.) N DCSiore,) Esge (2) = gs, (2). Æ G N DO, R) 
E,@(z) = f(z), 故 f(z) 可 解析 开拓 到 G UD. 而 这 包含 D(0,R +P), 这 与 为 
级 数 (6.1) 的 收敛 半径 的 定义 相 矛 盾 . 


Ν 
因此 ,在 收敛 圆周 上 ,级 数 (6.1) 一 定 有 奇 点 .例如 ,22 Ez = 1 处 有 奇 点 . 


下 面 这 个 著名 的 例子 说 明 有 这 样 的 震级 数 , 它 的 收敛 圆周 上 每 一 点 都 是 奇 点 . 
例 设 
fz) = z} + z? tert 2" ten, (6.2) 
证 明 f(z) 的 收敛 圆周 上 的 每 一 点 都 是 奇 点 . 
证 明 由 于 
l, 若 = 大 !， 


an lo, #nXkl, 


所 以 

lim /T a, | = 1. 
因此 ,级 数 (6.2) 的 收敛 半径 为 尺 = 1, 即 f(z) 在 D(0,1) 上 全 纯 . 若 zo € DOD, 
| zo | = +i f(z) 在 zo 处 有 Taylor 展开 式 


5 μον ) a 
g(z) = Σ FP ~ 20) 


延长 Ozo 5 | z | = 1 的 交点 为 %, 如 能 证 明 8g(z) 的 收敛 半径 为 方 , 则 表明 fA 


能 在 So 处 解析 开拓 , 如 不 然 , ME ε(α) 的 收敛 半径 p > FM DEL.) 站 
DOD 关节 ,于 是 在 D(go,p) 中 有 | z | = 1 的 一 段 圆 弧 oH go Ε .由 于 形 如 
exp( TP) (ρ»α 为 整数 , 卫 为 既 约 分 数 ) 的 点 在 | z | = 1 上 处 处 稠密 , 故 在 E 
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一 定 有 点 Ὁ = exp SP) Πτι) = gb.) (0 之 + 过 DD. 但 当 z € DOD 
时 ,gCz) = f(z), 故 limf(r51) = gC51). 由 于 


forty = Seem tyes Dr", 
显然 
Sir" > Sir" >N- qr. 
FEM r> 18, DOr 可 以 大 于 任何 正 整数 , 故 lim | ft) | = % Slims Orb) 
= gD MIG. Be So 为 f(z) 的 奇 点 . 
一 个 函数 称 为 在 一 点 zo 附近 是 解析 的 (或 全 纯 的 ) ,如 果 这 个 函数 在 这 个 点 附 
近 可 以 展开 成 收敛 苗 级 数 ,这 是 函数 局 部 解析 (或 局 部 全 纯 ) 的 定义 .这 个 定义 与 第 


1 章 中 1.3 节 中 的 定义 是 一 致 的 .有 了 解析 开拓 的 概念 后 ,可 以 定义 整体 解析 (或 整 
体 全 纯 ) 函数 . 


从 一 个 局 部 全 纯 函数 f(z) = Jlez- a)" 出 发 ,如 其 收敛 半径 为 尺 , 若 a 
E Dla, R , 则 得 另 -个 寡 级 数 6 
μα) = > fz - a)", 
SWORE Ri >R -| a- αι [> 0. 称 全 纯 函 数 f(z) fi (2) 为 解析 元 素 ,而 
Αα) Ἡ Γ 2) 的 解析 开拓. 如 有 m ΜΙΣΟΙ = DP Cz an )*Ce = 1s 


2,…，,m)，, 广 是 六 :的 解析 开拓 , 则 fn 也 是 f 的 解析 开拓 .将 所 有 由 f(z) 出 发 的 解 
析 开 拓 得 到 的 解析 元 素 的 全 体 组 成 一 个 集合 ,这 个 集合 称 为 整体 解析 (整体 全 纯 ) 
函数 (global analytic function). 

完全 解析 (完全 全 纯 ) 函数 (complete analytic function) 是 一 个 整体 解析 函数 
包含 有 其 中 任何 一 个 解析 元 素 的 所 有 解析 开拓 . 一般 来 说 ,这 是 一 个 多 值 函数 .所 
有 解析 开拓 所 对 应 的 收敛 圆 之 和 称 为 完全 解析 函数 的 存在 域 . 这 当然 不 能 再 开拓 
出 去 .因此 ,存在 域 的 边界 点 都 是 完全 解析 函数 的 奇 点 . 
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J wa 3 


1. 车 ol ,0a，… 为 互 不 相同 的 点 列 , 且 lim | an |= 99. # 


φ,.(ία}-Σὶ-----Ἡ. (n= 12....) 
j=l (z-a, 


ECKRTa 之 外 的 其 他 点 处 都 全 纯 , 则 存在 C Nana) 上 的 全 纯 函 数 
f(z), 使 得 f(z) 在 每 个 an (Ca = 1,2,…) 处 的 Laurent 展开 式 的 主要 部 分 
为 加 (2). 

2. 证 明定 理 8 及 定理 8 . 

3. 将 下 列 函 数 在 指定 的 区 域内 展开 成 Laurent RH: 

(1) 于 


Zz TD’ O<|zti |< l; 


ΝΜ z? , 
(1) γης" 1<|z|<2; 


we z—a 
Ci) In sp， 


Civ) er, 0<|z |<+%; 


max(lal,|b|)<|z|<+o; 


(ν) sin 5 ， O<|zt1li|<t+o, 
4. 下 列 函 数 有 哪 类 奇 KIERRE ARA: 
ci) $, (1) -Hoos se; Gil) z(e = 1); 
1 
GV) sings ΜΉΝ (vi) tanz. 
5. 证 明 : (1) #a 是 f(z) HAMAR, Β f(z) £0, , 则 a 也 是 5 的 本 
ME BT RR. 


(2) 若 a 是 f(z) 是 本 性 奇 点 , 且 P(5) 是 非常 数 多 项 式 , 则 & 也 是 PC(f(z)) 的 
本 性 奇 点 . 


。 1013 


第 3 章 Weierstrass 级 数理 论 ΟΟΟΟΟΟΟΟΟΟΟΟΟΟΟΟΟΩΟΟΟΩ ΟΕ ὃ; 


6. 证 明 : 


Ci) [fa +2") = 


1 
(1) sinh xz = xz πα +22), 


(iii) cosnz = J] j1- 和 ; 
n=0 ntg 


(iv)e-1= μα - 5 =z): 

7. (Blaschke 乘积 ) 设 复 数 序列 {ax) (k = 1,2,0 满足 0 一 | a, l< l, 
Sa- | Ak D< co ,证 明 无 穷 乘 积 
k=l 


Ak 一 之 a 
f(z) = Uz: a ) 

EA |z\<rO<r<l) 上 一 致 收敛 ,因而 f(z) 在 |z|< 过 1 内 全 纯 ,f(z) 以 ax 
(Ck = 1,2,…) 为 零点 , 且 没 有 别 的 零点 , | f(z) I<. 

8. (Poisson-Jensen 公式 ) 设 f(z) ZH |z| <R O0O<R< œ) 上 不 恒 为 零 
的 亚 纯 函数 ,ail,a2，,…,as bbe. bb, 分 别 是 它 在 加 | z | 二 R 内 的 零点 和 和 极 
点 ,车 a 是 一 个 nn hR, N aanas 中 出 现 n 次 ,对 极点 做 同样 的 规定 .对 辆 
| z | 二 R 内 任 一 异 于 ai(i = les) 与 bj(j = 1,…,1) 的 点 Zz, 则 有 公式 


in | f(z) ΠΗ In| f(Re?)|Rep Re“ + Zde 


ΓΖ 
ως 


R(z Σι 


成 立 . pA Nevanlinna 理论 的 出 发 点 
. en FURATE ο. 上 只 有 两 个 极点 .z = 一 1 是 它 的 一 级 


HA, LEER loz = 2 是 它 的 二 级 极点 ， 其 主要 部 分 是 二 + 


ΒΕ ~aiz 一 Qiz 
Κ{7 - αι) 


σσ sO) = Ξ T RSO) 在 1 二 |z| 二 2 上 的 Laurent 展开 式 . 
10. γην f(z) £2 =1,2,3, 有 二 级 极点 , 且 1z) 在 点 z η 
邻 域 内 ,其 Laurent 展开 式 的 主要 部 分 为 Φι(α) = Grae Cn = 1,2,…). 求 
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f(z) 的 一 般 形 式 . 

11. (1) 将 f(z) = 三 一 了 展 成 部 分 分 式 . 

(2) EA = 3 DE 


,全 (σ- TS 


(3) 证 明 : 若 a 关 0,B/a £1, 土 2,…, 则 
xB _ 1 1 
Zoot tf = X(t a)? 


“20 Πα 十 a 一 


并 由 此 证 明 
1 1 1 ... 1 we = -.π. 
1.2 4.5 7.8 t Gn-DGn-D δα 
12. 设 亚 纯 函 数 f(z) 只 有 有 了 上限 多 个 极点 αι λαο samso # Har l<k<m) 
都 不 是 整数 ,z = ο 是 f(z) 的 p (p22 级 零点 .证 明 : 


(1) lim DJfCk) =- n) Res(f(z)cotnz, ax). 
md ἘΝῚ k=1 
. στὸ αν _ < f(z) 
(2) lim 2) ( D*f(k) = n>] Res( πένα). 
(3) 利用 (1),(2) 求 下 列 级 数 的 和 : 
TED TERS (a 不 是 整数 ); 


n=-@ 


ap Σ co (a ΣΧ 48). 
13. 求 下 列 函 数 在 孤立 奇 点 (包括 无 穷 远 点 ,如 果 它 是 孤立 奇 点 ) 处 的 留 数 ， 
ο OD G-Z a 40m 为 正 整数 )， 


z(z? .. 
(we, (v) z cos 了 一 7 T VD Sa 
14. FBR f(z),g(z) 在 z= a 处 是 全 纯 的 ,f(a) 关 0,z = a 处 是 g(z) 的 
二 级 零点 , 求 Res( fe a), 
. 计算 下 列 积分 
ων (2 d 
ορ van, id [τᾶς (a>; 
ci |” SINE ay, ΠΝ ards 
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(vy dx (Όσα «δν Cw] SE. (3533 为 整数 ); 

vb | (in): dx; vib F 22 (a>la 为 常数 ); 
TAN προ ος (-l<p<l,-x<a<m; 

oo [ χαρά wens oD [ας C1<p<a; 
νο ΠΝ ΤΣ 

ov) | in SHaxs ov | aes 

owi) [In singa; owi | dx (a > 0); 


xii I. nd + Dar. 
16. XHAR- -1-z-z7 -1 £0<| z|<< 工 内 所 定义 的 函数 是 否 可 


以 开拓 为 十 + 二 + 十 +… 在 |z | 之 1 内 所 定义 的 函数 . 


17. 证 明 由 级 数 
Lt+azta®z? tert atz” +o 
与 . 
1 -Ω-α)Ζ να - αλα _ 
l-z (1-2z) (1 — αγ 
定义 的 函数 互 为 解析 开拓 . 


18. 证 明 级 数 


ο O rE O 
Ζ 27 +32 


在 |z|1<1 中 所 定义 的 函数 fiz) FRR 
l-z (1-2 «- τσ) 


在 |z 1| 二 2 中 所 定义 的 函数 户 (z) 互 为 解析 开拓 ， 
19. TARAR Y)” 不 能 解析 开拓 到 它 的 收敛 国外 ， 
n=0 
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第 4 章 Riemann 映射 定理 


4.1 共 形 映射 


复 变 函数 论 的 另 一 个 重要 组 成 部 分 是 Rieman 共 形 映射 理论 .这 个 理论 的 基 
本 观点 是 将 全 纯 函 数 w = f(z) 看 做 从 z 平 面 上 的 区 域 到 w 平 面 上 的 区 域 的 映射 . 
也 就 是 说 ,从 几何 的 观点 来 看 待 与 处 理 全 纯 函 数 .在 第 1 章 1.3 节 中 已 经 提 到 , 若 
f (2) 40. w = f(z) 看 做 一 个 映射 时 有 共 形 性 , 故 称 之 为 共 形 映射 , 或 全 
纯 上 映射 . 

BA BHF. UCC 为 域 ,经 过 全 纯 映射 w = f(z) 后 得 到 
fU), RW FCU) 仍 是 一 个 域 . 

这 只 要 证 明 f(U) 为 连通 开 集 . 若 wi ,wz Af) 中 任意 两 点 ,在 U 内 有 zi， 
zz， 使 得 wi = f(z), w: = f(zs). 因 为 U 为 连通 的 , 故 在 U 中 有 Y(t) 连接 Ζι 和 
zz: MER SOA C fU) 连接 w 和 we. κ fU 为 连通 的 . 

BE Wo 是 [(0) 中 任 一 点 .由 第 2 章 2.4 节 定 理 15, 对 于 充分 小 的 p > 0, 存 在 
6 20.048 DCwo ,6) 内 任 一 点 w, 在 D( 20,0) 内 存在 一 点 z, 使 得 f(z) = w, 即 
Dw D CFU) Τ(0) 为 开 集 .上 述 结果 也 称 开 映射 (open mapping) 定理 :f 
将 开 集 映 为 开 集 . i 

在 第 1 章 1.6 节 中 已 经 定义 , ER UST C 上 定义 的 函数 f(z) 称 为 单 叶 
Cunivalent) 的 ,如 果 f(z.) = f(z.) 当 且 仅 当 z = zz .于 是 可 有 如 下 的 结果 ， 

车 f(z) 在 域 UCC 上 单 叶 且 全 纯 , 则 对 任 一 点 zE U, 有 f(z) #0. RZ, 
车 在 点 zo © U, f (zo) FO, FER zo 的 一 个 邻 域内 ,f(z) 是 单 叶 的 . 

这 可 证 明 如 下 : 若 f(z) FER UCC 上 单 叶 且 全 纯 ,但 是 有 zo € U ,使 得 


«1055 


第 4 章 ”Riemann μι αβΟΟΟΟΟΟΟΟΟΟΟΟΟΟΟΦΟΟΟΩ ος 


Fo) = 0. 于 是 ,zs 是 函数 f(z) -了 (zo) 的 πι 级 零点 ,而 m S 2. HER ze 的 一 个 
邻 域 ,使 得 f(z) 在 此 邻 域 中 除去 zo OP f(z) 夭 0. 由 第 2 章 2.4 节 定理 15, 对 
于 wo = fl zo) 所 对 应 的 邻 域内 的 ws f(z) 一 w 在 zo 的 邻 域内 恰 有 m 个 零点 .这 与 
f(z) 在 U 上 单 叶 相 蔬 盾 .反之 , 若 了 (zo) 关 0, 则 zo 是 f(z) - [(Ζο) 的 简单 零点 ， 
由 第 2 章 2.4 节 定理 15, 对 充分 小 的 2, 存 在 6 > 0, 使 得 对 Ρ(](Ζο)» δ) 中 任 一 点 
w,f(z) 一 w 在 D(zo,P) 中 只 有 一 个 零点 , 即 只 有 一 个 z 使 得 f(z) = wm. 选取 pi: 去 
P, 使 得 f(DCzo,P1)) C DCwo,6). 故 f(z) 在 DCzo,P1) 上 是 单 叶 的 . 

此 外 ,容易 证 明 : 若 w = f(z) 在 U 上 单 叶 有 全 纯 , 将 U0 RAG, MRAZ z = 
gC(w) EG 上 单 叶 全 纯 , 将 G 映 为 U. 因此 , 单 叶 全 纯 映 射 也 称 为 双全 纯 映 射 
(biholomorphic mapping). 

我 们 来 证 

定理 1 若 GSC 为 域 ,7 为 G 内 可 求 长 简单 闭 曲 线 , 其 内 部 UCG. 车 f(z) 
E G 上 全 纯 , 把 y 双方 单 值 地 映 为 简单 闭 曲 线 厂 , 则 w = fz) 在 U 上 单 叶 ,将 U 
Be T AREV. 

证 明 ”车 wo DET LFA SS 2 F 2.4 ΕΒΕ 12), PRK f(z) - wo 
在 y 内 的 零点 个 数 N 等 于 
Hl, ος. =t ΙΝ w ο 


当 wo 在 卫 的 外 部 时 ,有 


| dw _ 0 
rw 一 wo , 
所 以 N = 0,80 f(z) - wo Æ U 内 无 零点 . 当 wo Æ rT ARBE, ΠΙ 
l dw -1 
2riJrWw 一 mWo ᾿ 
所 以 
1 f@ _ 
Oni) Κα) - wot? = +i 


因为 N 非 负 , 故 N = 1,80 f(z) - we 在 1 内 只 有 一 个 零点 . 当 z 沿 7 正方 向 绕 一 
PAIN, w = f(z) 沿 卫 正方 向 绕 一 圈 . 当 wo Ær EY. f(z) - wo 在 U 内 无 零点 . 
如 不 然 , 则 有 zo E 品 , 使 得 f(zo) = w. FRA Dw, d) C fU). XF Diw, δ) 
中 每 一 点 wis f(z) - νι 在 U 内 有 零点 . 取 wi © Ρίνο»;δ), HEF r ôk, W-E 
f) 一 wi Æ U 内 无 零点 相 矛 盾 . 

以 下 举 一 些 最 简单 的 共 形 映射 的 例子 . 

例 1 在 第 2 章 2.5 节 中 已 经 证 明 , 将 单位 圆 DC(0,1) 映 为 自己 的 单 叶 全 纯 映 
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射 有 且 只 有 
w= et FS (a € D0,1),0€ R). (1.1) 
— az 
例 2 将 上 半 平 面 Imz > 0 映 为 单位 圆 Ρ(Ο,1) 的 单 叶 全 纯 上 映射 有 有 旦 只 有 
w= ets (Ima>0,0€ R). (1.2) 
显然 ,这 个 变换 将 Imz = 0 映 为 | w | = 1. 映 射 (1.2) 也 可 表 为 
_ aw — ea 
“We 


将 | w |= 1 映 为 Imz = 0. 由 定理 1 知道 ,此 映射 将 DC0,1) 单 叶 全 纯 地 映 为 Imz 
> 0. 反之 ,如 有 w = f(z) 将 Imz 守 0 单 叶 全 纯 地 上 映 为 DC(0,1), 已 知 映射 (1.2) 将 
Imz 守 0 单 叶 全 纯 地 映 为 DC0,1), 记 此 映射 为 D(z), 则 ff。 站! 将 单位 加 映 为 单位 
ΒΕ. HRI. fe oo A.D AMEN EG BI fe ot = 9. 故 f= eed, 
而 此 仍 为 (1.2) 式 的 形式 . 


同样 可 证 
53 ”将 上 半 平 面 Imz> 盖 0 映 为 上 半 平 面 Inw0 的 单 叶 全 纯 映射 有 且 只 有 
w= Zt b 
ατα’ 


这 里 ,a,b,c,d 为 实数 , 且 ad 一 bc > 0. 
在 第 3 章 3.3 节 中 ,已 经 证 明 由 所 有 分 式 线性 变换 | w = Z 


cz+d 
ad — be = 1) 所 组 成 的 群 是 扩充 复 平面 CU {co} 的 亚 纯 自 同 构 群 Aut{ C* ). 这 个 群 
b 
d 
如 果 z = TOO 为 任意 分 式 线性 变换 ,如 将 直线 看 做 半径 为 = 的 圆 , 则 对 于 


分 式 线性 变换 ,有 如 下 的 重要 性 质 :分 式 线性 变换 将 圆 变 为 圆 . 这 可 证 明 如 下 : 若 z 
= x +iy, 则 任意 圆 可 以 写成 

a(x? + y?) 1 βχ 1 yy+8=0, 
AMR a:b, γ,ὃ 均 为 实数 .这 个 方程 还 可 写成 


ati + Bz + ZZ) σιγα -- 2) -δ-ο, 


a,b,c,d E C, 


与 Möbius μὲ 51 (9. Ο)/ (+ 了 一 一 对 应 ,如 果 w = Z 对 应 于 ( για I. 
cz+d c 


或 可 写成 
Azz+ Bz+Bz+C=0, (1.3) 
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这 里 ,A = aC = 8 为 实数 ,B = GB + sy WEB Βα = 0, 即 4 = 0,901.3) 


式 表示 一 条 直线 ,否则 (1.3) 式 表示 一 个 圆 . 任 一 分 式 线性 变换 z = tO 是 由 平 


ον 1 ἆ 
移 z = w+b, 伸 缩 z = aw 及 反 演 z = πμ... 
是 将 圆 变 为 圆 的 .这 只 要 一 一 验证 即 可 . 若 将 z = wt b 代 人 (1.3) 式 ,得 
Ανν 1 (ΑΡ Β)ν 4 (Ab + B)w+ Abb+ Bb+Bb+C=0, 
这 仍 是 (1.3) 式 的 形式 . 若 将 z = aw 代 人 (1.3) 式 , 得 
Aaāww + Baw + Baw+C=0, 


这 仍 是 (1.3) 式 的 形式 .最 后 ,车 将 z = + 代入 (1.3) 式 ,得 


Cww + Bw+ Bwt+ A =0, 
这 仍 是 (1.3) 式 的 形式 . 故 分 式 线 性 变换 将 圆 映 为 圆 . 
Hi zi,zz，z3yz4 AC" 中 的 四 个 点 ,至 少 有 三 点 是 不 相同 的 , 称 


(σι 一 Z3) (Ze — Z4) 
(σι - 24) (Ze 一 Z3) 


为 这 四 点 的 交 比 (cross ratio). XO A PALE AA οο, WU FA PRR Ee 
比 ,例如 


(zl1，Z2，Z3，2Z4) 一 


(420523524) = 227 24 
Z2 一 23 
于 是 可 以 证 明 :在 分 式 线性 变换 w= az + b 下 ,将 21922923924 变 为 HI，W2，W3， 


ες +d 
W4， 则 


(Wis Was W35 W4) = (Z159Z29Z39Z4)s 
即 交 比 在 分 式 线性 变换 下 是 不 变 的 .也 就 是 说 , 交 比 在 分 式 线性 变换 群 下 是 一 个 不 
变量 .证 明 是 容易 的 ,只 要 将 w = ZED 直接 代入 (wi www) ,经 过 计算 可 
以 得 出 ,这 就 是 (z1,z2, Z3» 24). 
也 可 以 这 样 证 明 : 记 wi = ZHP (i = 2,3,4). 于 是 ,(z，z2,z3,24) = (w, 
W2, ws，wa) 是 一 个 Möbius 变换 , 目 将 zz BR we ,将 zs 映 为 ws KE za IRA wy {8 


是 ,一 个 M6bius 变换 由 三 点 完全 决定 ,因此 它 与 w = 坚 二 了 是 相 一 致 的 .因此 ,如 


cztd 


az, +b 
wi = —>—> Ww, Ws Was Wa) = (21522523924). 
果 1 οχι + ἆ | 1? 29 39 W4 ( 19429439 4) 
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反 过 来 ,如 果 有 一 个 函数 fC 21522523524) 在 分 式 线性 变换 群 下 是 一 个 不 变 
量 , 则 了 只 是 交 比 的 一 个 函数 . 即 在 这 种 意义 下 ,在 分 式 线性 变换 群 下 的 不 变量 本 
质 上 只 有 交 比 .这 可 证 明 如 下 : 若 工 表 示 分 式 线性 变换 ,由 假设 

fC Tz,» Τζο, Tzs, 174) = fC 21522923924) 
对 任意 的 T 都 成 立 . 取 Τι = α- z4, 则 


Jzi,zazy,zs,z4) = fz1 - Z4»Z2 ~ Z4»Z3 - Z4,0); 


取 T: = 二, 则 


1 1 1 
5 5 + 
1 一 Z4 Z2 24 Z3 ~ 24 


co); 


f (21522923924) = fG 


HT; =z- i 则 
之 3 


> 
Z4 


— Z3 - 21 Z3 ~ Z2 . 
πλ... πα - 24)€z3 一 Z4) (21 - Ζε)ίΖα 一 σον)! 


πε τι = (220s = αὐ), η 


_ (Zs 一 ZI1)(22 - 24) 
f(Z1sZ25Z39Z4) = ‘ites ZG, = 2110, ) 


= fCCZy5Z252%317Z4)51,0,%). 
这 就 完成 了 证 明 . 


4.2 JF Æ 族 


在 Riemann 共 形 映射 理论 中 ,最 重要 .最 深刻 的 定理 是 Riemann 映射 定理 . 

定理 2(Riemann 映射 定理 ) Æ UC CC 为 单 连通 区 域 ,其 边界 点 多 于 一 点 ,zo 
A U 中 任意 一 点 , 则 在 U 上 存在 唯一 的 一 个 单 叶 全 纯 函 数 (z) ,将 Ὁ 映 到 单位 贺 
D(C0,1) 上 , 且 f(z0) = 0,f (z0) > 0. 

其 边界 点 多 于 一 点 的 要 求 是 自然 的 . 如 果 边 界 点 只 有 一 点 ,不 妨 取 这 点 为 % 
点 , 若 有 f(z) 将 它 映 到 单位 圆 ,于 是 由 Liouville 定理 (第 2 章 2.3 TEM 8) ,这 个 
函数 是 常数 . 

由 这 个 定理 立即 得 到 :对 于 C 中 任意 两 个 边界 点 多 于 一 点 的 单 连通 区 域 ,都 有 
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单 叶 全 纯 函数 将 一 个 映 为 男 一 个 . 

车 U,V 为 C 中 两 个 域 , 且 存 在 一 个 单 叶 全 纯 函数 将 0U 映 到 VV 上, 则 称 0,V 是 
全 纯 等 价 的 .于 是 ,Riemann 有 映射 定理 表明 :任意 边界 点 多 于 一 点 的 单 连通 区 域 都 
是 全 纯 等 价 的 .任意 单 连通 区 域 是 相互 拓扑 等 价 的 , 即 可 以 经 过 连续 变换 将 一 个 区 
域 变 到 另 一 个 区 域 ,这 是 显然 的 .而 Riemann 映射 定理 告诉 我 们 :拓扑 等 价 导出 全 
纯 等 价 . 这 当然 是 十 分 深刻 的 定理 .在 第 6 章 中 ,我 们 还 可 以 看 到 ,这 个 定理 在 高 维 
情形 就 不 成 立 ( 见 第 6 章 6.4 节 定理 11,Poincare 定理 ) .这 就 更 突出 了 这 个 定理 在 
单 复 变 数 函 数论 中 的 特殊 地 位 . 

证 明 这 个 定理 要 依赖 全 纯 函 数 的 正规 族 (normal family) 的 概念 . 正规 族 的 概 
念 是 函数 论 中 的 一 个 基本 概念 ,在 某 种 意义 上 ,与 集合 论 中 的 紧 致 (compacb 集合 
相当 .在 第 5 章 还 将 进一步 讨论 . 

ἜΝΙ 在 域 U 上 的 函数 族 F 称 为 正规 的 ,如 果 儿 中 任 一 序列 中 一 定 有 子 序列 
fe U 的 任 一 紧 致 子 集 上 一 致 收敛 , 即 在 U 上 内 闭 一 致 收敛 . 

定理 3(Montel 定 理 ) BUCCAM IA U LHS BRK. SEEN 
Be M ,使 得 

| f(z) |<M 
对 所 有 的 z EU,f E 都 成 立 , 则 多 为 正规 族 . 

为 了 证 明定 理 3, 要 证 明 如 下 的 定理 4. 这 个 定理 称 为 Ascoli-Arzela 定理 ,这 是 
很 有 用 处 的 一 条 定理 .在 证 明 第 5 章 5.5 节 定 理 7 时 还 要 用 到 此 定理 . 

定义 2 GF={fpAMSCR" 上 的 函数 族 .者 对 任意 s > 0, 存在 9 20, 
使 得 对 满足 | z - w |< 8 的 任意 两 点 z,w E 5, 以 及 任意 f CAA 

| f(z) - ftw) |<e 
成 立 , 则 称 F AH EEE A (equicontinuous) . 

定义 3 车 多 = {了 ) ARST R" 上 的 函数 族 . 若 存在 一 个 正 数 M > 0, 使 得 

WHER z E S, f EFA 
|f κ M 
成 立 , 则 称 9 为 一 致 有 界 的 (equibpounded) . 

定理 4(Ascoli-Arzela Æ) it KK WR" PH BREA. ABBR = (f,) 是 
等 度 连 续 及 一 致 有 界 的 , 则 多 中 有 子 序列 在 Κ 上 一 致 收敛 ， 

也 就 是 说 ,在 紧 致 集合 上 等 度 连续 及 一 致 有 界 可 导出 一 致 收敛 . 

证 明 在 天 上 存在 一 个 到 处 稠密 的 序列 { 的 ), 例 如 取 具 有 有 理 坐标 的 点 的 全 
体 的 集合 .由 于 3 在 K 上 一 臻 有 界 , 故 对 5, 在 {f,(51)) 中 可 以 找到 一 个 收敛 的 子 
序列 {νι (Oi), RR Ef, (Oo) 中 可 以 找到 一 个 收敛 的 子 序列 , 记 作 
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(ong Ca ,这 样 一 直 进 行 下 去 ,就 得 到 阵列 
vu v2 Vij < 
var < veg < στο 
e, (2.1) 
va C ve SO <L vg A’ 


RE, ATEN — TWF IPM limf, (κ) 对 所 有 的 k 都 存在 .显然 ,vj 是 
严格 递增 序列 ,也 是 (2.1) 式 中 每 一 行 的 子 序列 .因此 , f 是 {f,) 的 一 个 子 序 
列 , 在 所 有 点 ξι 上 收敛 .为 简单 起 见 , 记 vj 为 vj. 

由 于 8 在 K 上 等 度 连 续 , 故 给 定 es > 0, 可 取 到 8 >0, 使 得 对 于 任意 两 点 z,z 
ΕΚΜ/ΕΦΙΠΕΙΣ- 2) | 之 6, 即 可 导出 | f(z) - f(z) | 二 es/3. 由 于 天 为 紧 
致 集合 , 故 可 以 用 有 限 个 半径 为 8/2 的 邻 域 来 覆盖 K. 在 每 一 个 这 样 的 邻 域 中 取 一 
点 bx ,于 是 存在 一 个 N ,使 得 当 i,j Ν 时 ,有 

| fy Si) τν Gad < e/3 
成 立 .对 于 每 一 点 z € 天 ,一 定 可 以 找到 一 点 bi ,使 得 | ge - z |< δ. ΤΑ 
| fy (2) — fs E |<e/3 


| {νι (2) - f, Se) [| 一 s/3 
成 立 . 因 此 
PACER MORES 

当 i j> 时 成 立 .由 于 K 为 紧 致 集合 , 故 {f,} EK 上 一 致 收敛 .定理 证 毕 . 

(1) 定理 4 中 的 条 件 , 等 度 连续 及 一 致 有 界 不 仅 是 一 致 收敛 的 充分 条 件 , 而 且 
也 是 必要 条 件 . 证 明 从 略 . 

(2) 定义 2 及 定理 4 中 等 度 连续 的 概念 ,用 的 是 欧 氏 度量 . 如 果 用 其 他 的 度量 
( 见 第 5 章 5.1 节 ), 定 理 4 依 然 成 立 .这 一 点 在 第 5 章 5.5 节 定理 7 中 将 用 到 .证 明 
AaB. 

现在 应 用 Ascoli-Arzela 定理 (定理 4) 来 证 明 Montel 定理 (定理 3). 

定理 3 的 证 明 ”对 于 zo E€ UA R, EDC RTU. FU WIR, 
"κ U WARU 为 闭 集 .由 于 Dz Κ) 5 U 不 相交 , 故 在 这 两 个 闭 集 之 间 有 一 正 
的 距离 . 即 存在 c > 0,24} z € D(zo,R),u EU 时 ,就 有 | zu |> c. XER z 


E D(zo,R), 任 意 f€ F, ER Dz, c) ΓΡ Cauchy 不 等 式 ,得 到 | fz) j<“. 


。 lll « 
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ο = C, 于 是 对 任意 ZW Ε 万 (zu R) WA 


| f(z) - ftw |<Clz-wil. 

这 表明 8 在 D(z。o,R) 上 是 等 度 连续 的 .事实 上 , 任 给 > 0, ARMS = e/C 即 可 . 

Ë K HU tA- RATE, hF K 紧 致 ,所 以 一 定 可 以 用 有 限 个 D(zo,R) 来 
Me. 21: K 上 也 是 等 度 连 续 的 .由 Ascoli-Arzela 定理 (定理 4), 对 多 中 任 一 序 
列 {f,) ,可 以 找到 一 个 子 序列 {f,,) 在 天 上 一 致 收敛 .所 以 ,可 以 用 在 证 明定 理 4 的 
过 程 中 已 用 过 的 对 角 线 方法 证 明 在 {f,} 中 存在 这 样 的 子 序列 {f,, ) ,在 U 中 所 有 紧 
致 集合 上 一 致 收敛 ,定理 证 毕 . 

在 第 5 章 5.5 节 中 还 要 推广 正规 族 的 概念 及 Montel 定理 , 用 来 证 明 著 名 的 
Picard M. 


4.3 Riemann 映射 定理 


现在 应 用 Montel 定理 (定理 3) 来 证 明 Riemann 映射 定理 (定理 2). 

定理 2 的 证 明 不妨 设 U 为 有 界 区 域 .固定 一 点 zo E UWF = Lo) 为 
单 叶 全 纯 函 数 族 , 这 里 ,c(z) 为 单 叶 全 纯 函 数 , 将 口 映 人 到 D(C0,1) 之 中 , 且 σ(Ζο) 
= 0. 这 样 定 义 的 函数 族 多 是 非 空 的 ,这 是 因为 由 于 U 有 界 , 故 有 R > 0, 1843 UC 


D(C0,R). 函 数 o(5) = sat ~ 20) 将 zo 映 为 0, 全 纯 且 单 叶 , 且 满足 | σ(ζ) | 一 


RCR +R) = Litho © ,由 此 得 出 9 非 空 .由 于 中 每 个 函数 为 全 纯 且 有 界 的 
(上 界 为 1) , 故 由 Montel 定理 (定理 3) ,9 为 正规 族 . 定义 

M = sup{ | o’ Czo) | | εδ]. 
若 万 (zo,r) 为 一 个 能 够 包含 在 U 中 的 以 zo 为 中 心 .以 r 为 半径 的 闭 圆 ,于 是 由 
Cauchy RERA | σ΄ (2ο) |< it MM 过 十 .要 证 明 在 9 中 存在 no, 使 得 no'(zo) 
= M. 


由 M 的 定义 , 知 在 多 中 存在 一 个 序列 cj ,使 得 | σι (29) | 一 MM. 由 于 为 正规 
族 , 故 序列 (oj;} 中 有 子 序列 (oj,) Æ U 中 任 一 紧 致 集合 上 一 致 收敛 到 oo. 由 于 
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| oj (Zo) |-- Moi | σο Czo) |= M. 将 oo 乘 以 模 为 1 的 复数 ,得 到 一 个 新 的 co， 
使 得 oo Czo) = M 

现在 来 证 明 co 在 口上 为 单 叶 的 .这 里 要 用 到 辐 角 原理 (第 2 章 2.4 节 定理 12) 
车 Q.R 为 U 中 两 个 不 同 的 点 , 且 0 二 ss 一 |Q-R|. 在 D(R,s) 上 ,考虑 函数 
0, (Zz) = σι,(2) - o (Q). BF σ, 为 单 叶 的 ,Vi 在 DCR,s) 上 不 等 于 零 , 由 
Hurwitz 定理 (第 2 章 2.4 WEM 13) ,其 极限 函数 co(z) - σο(ο) 或 者 恒 等 于 零 ， 
或 者 在 D(CR,s) 上 恒 不 为 零 .由 于 oo'(zo) = MM 沁 0, 故 oo 不 可 能 恒 等 于 零 .因此 ， 
对 所 有 zE DCR,s), 有 oo(z) 关 oo(Q) ,特别 有 ooCR) 关 oo(Q). 由 于 R,QO 为 在 
U 中 任意 选择 的 两 点 , 故 ce 为 单 叶 的 . 

最 后 证 明 oo 将 U 映 到 DC0,1) 之 上 , 即 映 射 为 映 上 (onto). 

由 于 品 为 单 连通 区 域 ,如 果 下 为 U 上 不 等 于 零 的 全 纯 函 数 , 则 可 在 U 上 定义 
InF 为 


In F(z) -| an F(20)> 


这 里 ,y: 为 从 zo 到 z HERC 曲线 . 由 于 U 是 单 连通 的 , 故 这 样 定义 的 InF(z) 是 
不 依赖 于 道路 y: 的 选取 的 .定义 了 ln F(z) ,就 可 以 定义 F(z) Ha 次 方 
F°(z) = exp(alnF(z)), 


这 里 ,a Ε C. 
如 果 ,oo 不 是 将 0 BREBID(O,1), WEES BE DO,1), mi β ᾷ oo(CU). 令 
_ ζ-β 
) = 
φρ(ζ ρε 
Τὰ HCE) = (Φϱ»σι(ζ2 是 在 U EE MoM. E r= Ulz), S 
ο ἕ- _ 
p. = Toe? 105) = p, » HCE) 
及 


y(t) = LT Gel ace, 
于 是 v © FBE vzo) = 0 及 


, - 14/8 
|v o l= ath > Μ. 


这 与 σο 的 定义 相 矛 盾 . 故 σο 必须 是 映 上 .这样 的 σο BEAL Riemann 映射 定理 中 所 需 
要 的 访 如 果 还 有 全 纯 单 叶 函 数 8(z) 也 有 这 个 性 质 , 则 F(z) = f(g-1(z)) 是 单位 
圆 上 的 一 个 自 同 构 , 且 FCO) = 0, 天 (0) > 0. 由 第 2 章 2.5 ΑΕΒΕ 18, F(z) = z. 
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如 .UU 为 无 界 区 域 , 则 可 以 用 变换 将 U 变 为 有 界 区 域 . 可 以 这 样 来 进行 : 

由 于 边界 点 至 少 含有 两 点 ,不 妨 设 0,a (αγ o ) 为 两 个 边界 点 ,否则 可 以 用 分 
式 线性 变换 将 两 个 边界 点 变 为 0,a. 

在 U 上 取 vVz 一 a 的 一 个 单 值 分 支 , 记 作 g(z). 由 于 UU 为 单 连通 域 ,gC(U) 仍 
为 单 连通 域 . 显然 ,g(z) 在 U 上 是 单 叶 的 . 因为 如 有 Ζι»2Ζ; € Uz Æ Ζι» ΠΠ 
Jz, 一 4 = Vz- a REMi z 一 a = z -- 4, 故 σι = zz, 得 到 矛盾 .再 证 
g(U) (1) (- g(U)) = 好 . 若 不 然 , 则 有 点 PE8CU), 且 -PESCU), 于 是 有 zl， 
z: € DAH / 2, -a = p,Vzz 一 a = 一 .由 此 立 得 z1 = zz, 故 p = 一 了 Dp, 从 而 
p = 0. 但 0€ οὐ. ΙΙ. 

任 取 一 点 q E g(U), 由 于 g(U) 是 单 连通 域 , 故 在 ga) 点 存在 一 个 邻 域 0， 


CC g(U) ,但 是 - Uy φ ε(ῦ). 在 -Us 中 取 一 点 b, 作 9(z) = > I φ(α) HF 
ε(ῦ) 映 为 有 界 单 连通 域 .于 是 ,Pp。8 将 U 单 叶 地 映 为 一 个 有 界 单 连通 域 . 

定理 证 毕 . 

Riemann 映射 定理 说 的 是 :有 单 叶 全 纯 函数 将 单 连通 区 域 U 内 的 点 与 单位 贺 
内 的 点 一 一 对 应 .但 到 边界 上 有 没有 相应 的 对 应 关系 ?由 于 单 连通 区 域 可 以 有 十 分 
复杂 的 边界 ,这 里 只 叙述 一 个 最 简单 的 情形 而 不 予 证 明 . 

# U 为 由 一 条 Jordan 曲线 r MEREK. A w= f(z) 为 U 上 的 单 叶 全 纯 
函数 ,将 U 映 上 到 单位 圆 DC0,1), 则 f(z) 可 以 扩充 到 厂 上 ,使 得 f(z) 在 UU 上 连 
续 , 并 且 在 厂 上 的 点 与 单位 圆周 | w | = 1 上 的 点 之 间 有 一 一 对 应 关系 . 


4.4 对 称 原 理 


定理 5(Painlevé 定理 ) Æ Ui ,Us 是 两 个 域 ,Ui N U: = B,OUi N οὗ. = 
yR 4.1) ,这 里 ,y 为 一 段 可 求 长 的 曲线 (端点 不 在 内 ). 若 fio fo 分 别 在 U1, U2 上 
全 纯 , 在 Ul Uy RU: U y 上 连续 , 且 在 y Efi tz) = 户 (z), 则 函数 


filz), πε Ui, 
f(z) = je = f(z), 当 zE7， 
户 (z)， ze U: 


«14: 
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在 Ul U U: U y EZH. fi 5 fz 称 为 越过 边界 y 互 为 解析 开拓 . 
证 明 ”由 已 给 的 条 件 知道 :f 在 Ul U U: UY 上 连续 ,在 U1, Us 上 全 纯 , 所 以 
只 要 证 明 f(z) 在 γ 上 全 纯 . 
设 zo € 7Y,; 取 r, 使 得 Dlzo,r)CU= Ui 
U U: Uy7y: 设 卫 是 DPCzoy,r) 内 任 一 可 求 长 简单 
闭 曲 线 . 若 卫 在 Un UY 之 内 , 则 由 Cauchy 积分 
定理 得 


ΜΠΕΣ Ξ | Adz = 0. 

HA A r EU: U 7 之 内 , 则 
ΜΠΕΣ Ξ | Π(α)αΖ = 0. 
r r 


# r HRAT U 及 Ur 为 属于 U 的 部 分 ， 
T: 为 属于 U: 的 部 分 ,在 本 的 内 部 的 部 分 记 作 图 4.1 
To ΜΙ 


Πο ας 


故 由 Morera 定理 (第 2 章 2.3 节 定理 7),f(z) 在 D(zo,r) 上 全 纯 , 特 别 在 z = zo 
处 全 纯 . 而 zo 为 Y 上 任 一 点 , 故 f(z) 在 U 上 全 纯 . 

由 Painlevé 定理 ,可 以 推出 

定理 6( 对 称 原理 ) wt U 位 于 实数 轴 的 同一 侧 , 其 边界 包含 有 实数 轴 上 的 
线段 (端点 不 在 内 ) . 若 f(z) 在 U 上 全 纯 , 在 UU s 上 连续 , 且 f(z) es ERK 
值 , 则 一 定 存在 一 个 函数 F(z), 在 UU U Us 上 全 纯 , 且 在 U 内 F(z) = f(z), 这 
里 ,U' 为 U 关于 实数 轴 对 称 的 域 , 且 F(z) = F(z). 

证 明 在 UU U Us 上 定义 函数 

f(z), τει)», 
F(z) -1 YEU’. 
这 样 的 函数 满足 FO) = F(z). 于 是 只 要 证 F(z) 在 wUU Us 上 全 纯 . 先 证 
F(z) 在 U’ 上 全 纯 . 若 zo。 € UV ,z 是 zo 的 邻 域内 的 一 点 , 则 
F(z) - F(zo) _ f@ -JC _ (ζ = Κα}, 


Z — Zo Ζ — Zo 2 — Zo 


故 
lim (2) - Ε(Ζο) = f (Zo). 


zz0 Z— Zo 
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又 由 于 f(z) 在 s 上 取 实 值 , 即 当 xo Ε s 时 f(xo) = f(x). W z E U' 时 ,有 
limF(z) = lim (2) = limf(z) = Flexo) = f (xo) 
wel zeU zev 
WEFO 在 U Us 上 连续 .由 Painlevé 定 理 ( 定 理 5),F(z) 在 UU Ὁ’ Us 上 全 纯 . 
定理 6 还 可 叙述 成 更 为 一 般 的 形式 : 
定理 6 (对 称 原理 )” 设 U 位 于 直线 ! 的 同一 侧 , 其 边界 包含 1 上 一 线段 s《 端 点 
不 在 内 ). 车 f(z) 在 U 上 全 纯 , 在 UUs 上 连续 , 且 f(z) 在 s 上 的 值 位 于 直线 L 上 ， 
则 存在 F(z) 在 UU U Us 上 全 纯 , 在 内 F(z) = fz), XE, U 为 U 关 于 1 对 
称 的 域 . 若 zoz: 为 U UU U s ARF] IRRA F(z). F(z.) 是 关于 世 
对 称 的 两 点 . 
证 明 ”用 变换 2Z = az + 请 将 ! 变 成 实数 轴 , 用 变换 W = cw + d 将 L BAK 
数 轴 ,然后 对 Z, W 用 对 称 原理 ,最 后 再 回 到 z, w 来 即 可 . 
对 称 原理 还 可 以 推广 成 :将 定理 6 中 的 s 改 成 一 段 圆 弧 , 将 定理 6 中 的 ! 改 成 
一 段 圆 驮 , 则 同样 可 以 解析 开拓 . 


4.5 Riemann 曲面 举例 


Riemann 映射 定理 说 的 是 ;任意 两 个 单 连通 区 域 (边界 多 于 一 点 ) 是 全 纯 等 价 
的 , 即 存在 双方 单 值 ( 即 单 叶 ) 的 全 纯 映 射 ,将 一 个 映 为 另 一 个 .如 果 全 纯 映 射 不 是 
双方 单 值 ( 即 单 叶 ) 的 ,如 多 值 函数 或 无 穷 多 值 函 数 , 则 如 何 建立 起 映射 的 一 一 对 
应 ?这 就 要 有 Riemann 曲面 的 概念 . Riemann 曲面 是 复 分 析 中 极为 重要 的 概念 ,可 
以 用 很 多 篇 幅 来 叙述 . 例如 , 可 参阅 L.V. Ahlfors and L. Sario™ , IR, AV 
再 、 陈 志 华 0 以 及 G. SpringerD]1 .更 为 重要 的 是 ,Riemann 曲面 就 是 一 维 复 流 形 ， 
而 一 般 意义 下 的 复 分 析 就 是 在 复 流 形 上 讨论 分 析 . 但 在 作为 大 学 本 科 生 教材 的 本 
书 中 ,只 能 用 举例 的 办 法 来 描述 什么 是 Riemann 曲面 . 

在 第 1 章 1.6 节 中 讨论 初等 函数 时 ,就 已 经 看 到 ,对 于 窜 函 数 w = z*(a= a+t 
ib), 当 b 关 0 时 ,w = z* 是 无 穷 多 值 函 数 ; 当 b = 0 而 a = 于 为 整数 时 ,mw = 2" 


为 单 值 函数 , 但 反 函 数 不 是 单 值 的 . 当 z 在 角形 区 域 2 τα < arg z < 2 
Ck = 1,2,…,n) 中 变动 时 ,w = z" 将 任 一 这 样 的 角形 区 域 喘 为 整个 w 平面 除去 
e 116 。 
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正 实数 轴 . 这 个 映射 是 一 一 的 .全 纯 的 . 每 个 这 样 的 角形 区 域 的 像 在 正 实数 轴 上 有 
一 个 “切割 ”cut) .于 是 ,这 n 个 角形 区 域 对 应 到 n 张 w 复 平面 加 上 切割 .将 这 nn 张 
平面 按 K = 1,2,…,n 进行 排列 ,然后 将 前 一 张 平面 的 切割 的 下 边沿 与 后 一 张 平面 
的 切割 的 上 边沿 粘 起 来 ,而 第 πι 张 平面 的 切割 的 下 边沿 与 第 一 张 平 面 的 切割 的 上 
边沿 粘 起 来 (这 样 做 起 来 似乎 不 可 能 ,除非 这 些 张 平面 自己 相交 ,但 这 里 是 指 让 第 
n 张 平面 的 切割 的 下 边沿 与 第 一 张 乎 面 的 切割 的 上 边沿 相等 同 ). 于 是 ,这 样 就 构 
成 了 一 个 Riemann 曲面 . 称 每 一 张 平面 为 Riemann 曲面 的 一 叶 (sheet) , 或 称 为 
Riemann 曲面 的 一 个 分 支 . 十 分 清楚 , 当 点 z 在 z 平面 上 变动 时 ,相应 的 点 w 在 
Riemann 曲面 上 变动 ,并 且 z 平面 与 Riemann 曲面 之 间 的 点 是 相互 一 一 对 应 的 . 

取 正 实数 轴 作 为 切割 可 以 用 任意 的 从 0 到 % 的 射线 作为 切割 来 代替 ,这 样 得 
到 的 Riemann 曲面 与 原来 得 到 的 Riemann 曲面 是 相等 同 的 , 即 可 以 用 任意 的 从 0 
到 o 的 射线 作为 切割 . 但 在 对 Riemann 曲面 进行 讨论 之 前 必须 说 明 是 如 何 
切割 的 . 

点 w = 0 有 特殊 的 位 置 , 它 联 系 着 所 有 的 分 支 ,一 条 曲线 围绕 w = 0 旋转 , 必 
须 转 n 圈 后 才能 封闭 ,这 样 的 点 称 为 支点 (branch point). WRK Ζ = © 也 考虑 在 
内 , 则 % 点 也 是 一 个 支点 .一 般 来 说 ,一 个 支点 不 必 联 系 所 有 的 分 支 .如 果 它 联系 天 
叶 , 则 称 此 为 h 一 1 阶 (order) 的 支点 . 

同样 ,我 们 可 以 讨论 w = ez 的 Riemann 曲面 .这 个 函数 将 带 域 2(k - Dax 
y<2Kkr(z =X+iy) 上 映 为 w 平 面 的 一 叶 , 而 切割 为 正 实数 轴 . 有 无 穷 多 叶 相 互 粘 
接 ,而 w = 0 不 在 Riemann 曲面 上 ,因为 ez 永 不 为 零 . 

反 过 来 , 若 函数 为 w = z* ,而 n 为 大 于 1 的 正 整数 , 则 这 个 函数 将 n 叶 的 
Riemann 曲面 映 为 w 平面 , 而 且 相 互 一 一 对 应 . 同样 ,w = in z 将 无 穷 多 叶 的 
Riemann 曲面 映 为 w 平面 ,而 且 相 互 一 一 对 应 . 

因此 ,在 讨论 Riemann 曲面 与 复 平 面 之 间 的 对 应 时 ,往往 必须 指明 这 个 讨论 
是 在 Riemann 曲面 的 哪 一 叶 上 进行 . 


4.6 Schwarz-Christoffel 公式 


Riemann 映射 定理 是 一 个 存在 定理 ,至 于 如 何 具体 写 出 这 个 映射 来 , 却 不 是 一 
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件 简单 的 事 .在 4.1 节 中 只 是 举 了 几 个 最 简单 的 例子 .下 面 要 给 出 将 上 半 平 面 映射 
到 一 个 多 边 形 的 具体 公式 ,这 个 公式 称 为 Schwarz-Christoffel 公式 . 
#0 <a <ag< an << OA PLM Mao = 一 ,ant Ξ 99. 11 
aiaz an 为 几 个 正 的 实数 ,满足 αι +t azte tant l< n: HS 
BCL) = (t — aae aa), (6.1) 
则 显然 有 


| IRO ldt < o. 


X t< a 时 , 取 
(t — ap)! = εχρί(αι - 1) ln Ct — a,)) 
这 样 的 一 支 , 使 其 辐 角 为 lar- 1). 于 是 , 当 上 < ai 时 
arg R(t) = π[ίαι ttan n]; 
4 t Elaia) 这 个 线段 上 时 
arg β(ι) = x[(ar+ "+ta) -nn-k+l)] ὥς κςπ) 
X t Æla ©) 这 个 线段 上 时 
arg B(1) = 0. 
于 是 定义 了 n + 2 个 复数 


we = ΗΝ (t-apa e(t- a) dt O<k<n+l, (6.9) 
这 里 ,c Ἠ- ΙΕ A. ELEM H = {z € C | Imz 之 0) 上 ,定义 函数 
f(z) = c| Boat. (6.3) 


这 个 函数 显然 在 = (z € C|Imz>0} 上 是 全 纯 的 .而 在 实数 轴 上 有 : 当 x E€ 
(ας 1 ακ) ας Κε τἍ]) 时 


fx) = wa tel Bd 
ακ-ι 
= Wei 十 ου | BD) | dt. 
a k-11 


于 是 ,f(x) — Wk-1 在 区 间 (ax-i sak) 上 有 相同 的 辐 角 (ax -Intet lan- Dr, 
而 其 绝对 值 由 0 增长 到 
I, = cf“ | BCt) | de. (6.4) 


帮 当 x PERIL an sau] 中 变动 时 ,f(x) 在 区 间 A = Cwis w] 中 变动 .Au 
HSB FAN Can = 1}π 十 e + Can τ Dr, KEX Ly. 
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要 证 Wo = wri，, 只 要 证 明 对 任 给 e > 0,48 R 这 0, 使 得 当 z EHR | z |> 
R 时 , | wo- f(z) |< e 成 立即 可 ,因为 这 文 表明 limf(z》= = Was = Wo. 这 可 证 
明 如 下 : 

由 于 


| ο. 

LR 。 

Γ᾽ | Pct) | dt <5- 
FEM- % 二 x 二 - Ri 时 ,有 


x -R 
|w -cf BCnde|<f BD lar<§. 
0 一 加 
当然 可 取 Κι > max{| ai |»'''» | an |}. zo = Poe. i Po = Ri OO <a. 
于 是 


| /(Ζο) 一 /(6ο) | = <c 


K Cpo lo - Ry yar ten, 
由 于 arte tan<n-1,804 p> OW, ERASE. KA R 之 Ri, 使 得 
X o, =| zo |> ΒΒ, | fC zo) — fC) I< ε/2. Ak, 4 | Ζ |>R,Imz>08f, 
| f(z) - wo | 过 .这 就 证 明了 wo = wan. 于 是 ,f 将 RU {55} 映 到 闭 n + 118 
As FAW Dos Ail,… ,A ;其 顶点 为 Wos Wists Was Wart = Wo- 
ABRO < ax 过 2, 则 可 证 明 这 个 多 边 形 在 顶点 wi 处 ,其 内 角 为 wkr. 这 可 证 
明 如 下 : 


由 于 β(ε) 可 写成 BCD Ct - ay), KBB) = [| (tf - a), BR 
j#k 
Bit) 在 ax 点 的 一 个 邻 域 Y 中 是 全 纯 的 , 故 可 展开 成 Taylor 级 数 
βι(1) = aok + ailt- ak) tee Cao Æ 0). 


于 是 当 z EV 们 五 时 , 有 


f(z)= wy 十 εΓ Caor + αιικ({ - αἱ) + en) (to a. dt 


0 ᾽ ` 
[oe αι)». (pye — an) pede | 


a α a 
= w, tees(z - ay) (14 ko., AS αι) +), 
αι ak 十 1] ao 


当 z 沿 着 倾角 为 6 OS 0S 的 直线 趋 于 ax 时 ,f(z) νυν wx ;而 
在 wk 点 处 ,其 切线 的 倾角 为 arg aon + awk, 这 是 因为 c 盖 0 及 we 35 0.1Ε Η PE 
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Φ 49 ΚἰπιαπωβήηἉβΒΟΟΟΟΟΟΟΟΟΟΟΟΟΟΟΟΟΟΩ ΩΩ St: 


一 个 以 ex APA Zee VO 瓦 之 中 .让 z 在 这 个 小 半圆 的 圆周 上 
变动 ,从 8 = 0 到 9 = x ik f(z) 在 一 条 Jordan 曲线 上 变动 ,从 Ac 上 的 点 变 到 
A, 上 的 点 ,而 f(z) 的 辐 角 也 由 arg ao 变 到 arg ao + arn WEA wx 处 的 内 
角 为 arn. 而 在 顶点 Wo = Waa 处 的 内 角 为 [( - 1) - (αι + + an) J > 0»1Χ 
是 因为 n+1 边 形 的 内 角 之 和 为 (n 一 x. 特别 当 ail te ta, = n 一 2 时 ,顶点 wo 
处 的 内 和 角 为 x, 即 此 为 n 边 形 . 

公式 (6.3) 就 叫做 Schwarz-Christoffel 公 式 .这 里 ,8(1) 由 (6.1) 式 所 定义 ,而 
alt+**+an <n-l. (6.3) 式 将 上 半 平 面 映 为 n+ 1 边 形 , 其 顶点 分 别 为 Wo» Wis 
Was Wasi = Wo Wi = 0 1 于 + 1) 由 (6.2) REX. 多 边 形 的 边 为 
CWe-isWe] Ck = 1 于 +1)， 其 长 度 为 1 由 (6.4) 式 给 出 . 若 0<oj <2 (j = 
leon) , 则 在 顶点 wx SEAR Warn (Κ = 1,…,n). 在 wo = Wan 处 的 内 角 为 
[Cn - 1) - (αι +*+ an) J. 

当然 ,如 果 把 (6.2) 式 写 成 更 一 般 的 形式 


νι = cf“ (t-a) e(t — an) dt Ἐς’ O<k<nt+)d, 
(6.3) 式 还 可 写成 更 一 般 的 形式 : 
f(z) = ef Podr + ο΄, (6.9) 


这 里 ,c «ς᾽ 为 两 个 复 的 常数 . 
公式 (6.3”) 也 是 Schwarz-Christoffel 公式 . 


J δ 4 


1. 验证 4.1 节 中 的 例子 . 

2. 证 明 交 比 在 分 式 线性 变换 下 不 变 . 

3. 证 明 : 若 整 函数 f(z) = >) cnz" 在 实数 轴 上 取 实 值 , 则 所 有 的 cn = 0, 
19...) 是 实数 . 

4. 试 作出 w=z+ Vz 一 1 Riemann H m. 

5. 证 明 : 任 一 圆周 都 可 表 为 


Ζτ Zi 
Ζι 2 


; = 天 (k 320). Εξ δα 21522 是 关于 它 的 
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两 个 对 称 点 . 当 k 关 1 时 ,这 个 圆周 的 圆心 及 半径 分 别 为 
ag = DK R= Kl -zl 
l-k?’ |i- κὲ | 
6. 证 明 : 交 比 (ziyzayzayz4) 为 实数 的 充 要 条 件 是 Ζι»Ζε»Ζι»Ζι 这 四 点 共 圆 ， 
7. (Carathéodory 不 等 式 ) 利用 Schwarz 引 理 及 线性 变换 ,证 明 :车 函数 f(z) 
在 圆 | z | 二 RR 内 全 纯 , 在 | z | 过 R 上 连续 ,MCr) RAM 分 别 为 | f(z) | 及 
Re f(z) 在 圆周 | z |= 上 上 的 最 大 值 , 则 当 0 σνακ 


2r R+r 
MSR AR) tR r | ΓΟ) |. 


8. KA [(α) = ο... |z|<1 内 全 纯 , 且 | f(z) |< MER: 
Μαι | S Μ’ -| a |’. 

9. 试 作 下 列 共 形 映 射 : 

CO 把 z 平 面 上 的 带 形 区 域 0< Im z <r KAR | w | 过 1; 

Ci) Æ z 平面 上 的 半 阁 肯 | z | 过 1,Imz 0 映射 成 上 半 平 面 ; 

Ci) 把 z 平 面 上 |z | 二 1 及 |z 一 1 | 过 1 的 公共 部 分 映射 成 | w | 二 1; 

Civ) 把 z 平 面 上 的 扇形 {z10 <argz<a (a<2n),|z|<1) 映射 成 | w | 
<1; 


(ν) 把 z 平 面 上 的 圆 | z |<<1 了 映射 成 带 形 区域 0<yY<1 (w= u +iv), 并 
4 — 1,1,1 BRAT αὶ co γ 09 εἰς 


CVI) 把 了 平面 去 掉 负 实数 轴 上 从 - 二 到 - 5 的 射线 映射 成 | w |< 1 
10. 利用 Schwarz-Christoffel 公式 , 写 出 下 列 将 上 半 平 面 映射 到 多 边 形 P 的 
ΑΡΜΑ. 
Ci) 尸 为 三 角形 ,顶点 为 wiw, wa, 相 应 的 顶 角 为 axypBr,yr, 而 wa+A+7 


π) 


Ch) P 为 等 边 三 角形 ,顶点 为 w =0,w ο a > 0; 

cii) 了 为 等 腰 三 角形 ,顶点 为 wi = 0,W2 ἂν = α(1 +i), HY a >00; 

GV) PP 为 矩形 ,其 顶点 为 wi =- Κιν = kiswa = ki +ikz,w, =- ki + 
ik,, #4 Κι >0,k, 0: 


(Vv) 尸 为 鞭 形 ,其 顶点 为 0,aya(1 +e") ae", AFO α «Ἕνα 50; 
(Vi) P 为 正 五 角 星 的 内 部 ,P 的 中 心 在 原点 ,w Ξ-1ΞΡΊ ΛΙΝΑ. 
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11. wR Riemann 映射 定理 中 ,zo 是 实 的 ,而 避 是 一 个 关于 实数 轴 对 称 的 
区 域 ,由 映射 的 唯一 性 定理 ,证 明 了 满足 对 称 关系 f(z) = (2. 

12. 证 明 : 所 有 在 域 Q 上 定义 且 取 值 于 右 半 平 面 的 全 纯 函 数 的 全 体 记 作 多. 若 
有 点 zo EE NEHRA SEF gE 9, fzo) = 8g(zo), 则 多 是 正规 族 . 

18. A: AERO 上 定义 上 且 取 值 于 U。 = C\ix+i0l0<x<l} 之 内 的 全 
纯 函 数 的 全 体 记 作 多 .车 有 点 zo E€ 2, 且 对 所 有 的 1 E93,g EF, 有 f(zo) = 8(Czo)， 
Ql Fz EMR. 


附录 Riemann 曲面 


在 本 章 4.5 市 中 ,对 Riemann 曲面 只 是 用 举例 的 办 法 来 描述 . 在 这 个 附录 中 ， 
将 给 出 Riemann 曲面 的 严格 定义 . 
E X EDRR, IE X 的 一 些 子 集 构 成 的 族 . 如 果 
Ci) 大 与 空 集 均 属于 9; 
Ci) 任意 个 多 的 元 之 和 属于 4, 
Ci) 多 中 任意 两 个 元 之 交 属 于 9, 
则 称 儿 为 革 上 的 一 个 拓扑 .多 的 元 称 为 开 集 ,赋予 一 个 拓扑 的 集合 称 为 拓扑 空间 ， 
WHE XA). 
十 分 简略 地 说 :拓扑 空间 就 是 定义 了 开 集 的 集合 . 
BRE UCKX Ax CX, WRAL X PWARG ,使 得 zxE GCU, WE U 
为 x 的 一 个 邻 域 . 
一 个 拓扑 空间 称 为 Hausdorff 空间 ,如 果 其 中 任意 两 个 不 同 的 点 均 有 不 相交 
的 邻 域 . 
E X,Y 为 两 个 拓扑 空间 ,f 为 X 到 了 映 上 一 对 一 的 映射 , 且 了 与 广 ' 均 为 连续 
映射 , 则 称 f 为 X BY 的 一 个 辐 胚 . 
一 个 局 部 与 欧 氏 平面 同 胚 的 Hausdorff 空间 叫做 曲面 .这 里 ,局 部 与 欧 氏 平面 
同 胚 是 指 空 间 中 任 一 点 均 有 它 的 一 个 邻 域 与 欧 氏 平面 上 的 一 个 开 集 同 胚 . 
一 个 Riemann 曲面 是 一 个 连通 的 Hausdorff 拓扑 空间 C ,连同 C HRS 
U.) πι ἸΚΗΚΗ fa: Ua > C ,满足 
(a) f: U, > C ÆU, 到 C PAE fe UO 的 同 胚 映射 ; 
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ΙΟ ΟΟΟΟΟΟΟΟΟΟΟΟΟΟΟ Ο KR Riemann 曲面 


(Ὁ) 只 要 U, N Us FS. wR 
fe o fa: faUa N Us) —> feU. N Us) 

ENEA I RARE BR Se). 称 (U,,f。) 为 局 部 全 纯 坐 标 ， 
(CUa Γι) ABA LR. 

十 分 简略 地 说 :Riemann 曲面 就 是 一 个 局 部 欧 的 Hausdorff 空间 加 上 复 结构 . 

以 上 Riemann 曲面 的 定义 也 是 一 维 复 流 形 的 定义 . 高 维 复 流 形 也 可 仿 
此 定义 . 

下 面 举 个 简单 的 Riemann 曲面 的 例子 . 

μι ”扩充 复 平 面 C* = CU {ου} Æ Riemann 曲面 . 

容易 验证 C* 是 连通 的 Hausdorff 拓扑 空间 . 

取 C* BARANU Ui} ,这 里 

U =C，U = C*\ {0}. 


0, 若 z = 65, 
Φα zf gz co PAR e fo’ δὲ foe fi HE CV 10} E 


都 是 双全 纯 的 . 
因此 ,C* 是 一 个 Riemann 曲面 .由 此 易 证 :Riemann 球 也 是 Riemann 曲面 . 
对 Riemann 曲面 的 进一步 讨论 , 例如, 如 何在 Riemann 曲面 上 定义 微分 、 积 
分 ,如 何 对 Riemann 曲面 进行 分 类 ,定义 亚 纯 函数 、 零 点 与 极点 等 ,都 已 超出 本 书 
的 范围 .有 兴趣 的 读者 可 参阅 有 关 文献 


* 1295 


第 5 章 AALA Piard OO0O00 0000000000000000 


第 5 章 ”微分 几何 与 Picard 定理 


5.1 度量 与 曲率 


在 这 一 章 中 ,将 介绍 一 些 复 的 微分 几何 的 初步 知识 ,并 用 来 处 理 复 分 析 中 的 一 
些 定理 ,例如 Picard 定理 . Picard 定理 也 许 是 复 分 析 尤其 是 值 分 布 理 论 中 最 为 重要 
的 经 典 定理 之 一 ,原来 的 证 明 很 复杂 ,现在 用 微分 几何 来 证 ,显得 简单 明了 . 

AOAC 中 的 域 ,在 Ω 上 定义 一 个 非 负 的 C? 函数 o, 称 为 度量 (metric) , 即 
ds; = ρἳ | dz 上 .由 此 得 到 距离 泡 数 4 ,在 两 点 σι € 0 ,zs € 0 之 间 的 距离 定义 
为 

d(z1,z2) = Τη e(z) | dz |, 1.1) 

这 里 ,inf 是 在 所 有 连接 zi ,zs 两 点 且 各 点 全 在 Ω 中 的 曲线 7y ERK. 

对 度量 p, 可 以 定义 曲率 


-. Δ]ηρίΖ) 
Κ(2.0) = Oz) (1.2) 
这 里 ,人 为 Laplace 算 子 , 即 
_ ə a ο , 989 
A= θγ 199” 19257 
a la, læ 


Ə? τ; r ae?’ 


其 中 
z=xtiy = τοῦ, 


可 以 证 明 :这样 定义 的 曲率 是 与 通常 微分 几何 中 定义 的 Gauss 曲率 相 一 致 的 
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POO ΩΟΩΟΟΟΟΟΩΟΟΟΟΟΟΟΟΟΟΟ 5.1 度量 与 曲率 


〈 见 本 章 附录 ) « 
在 复 的 微分 几何 中 ,常用 以 下 三 种 重要 的 度量 : 


1. 欧 氏 度量 


若 Q = C, 在 C PRERE) = 1 ΟΠΠ ΖΕ Ο),Η ἃς’ = | dz |? 
这 个 度量 为 欧 氏 度量 (Euclidean metric) 或 抛物 度量 (parabolic metric) .两 点 Ζι» 


zz 之 间 的 距离 称 为 欧 氏 距离 ,而 d(z1,z2) = in| | dz |=| zı- z: |= 连接 zi， 


z: 两 点 直线 段 的 长 度 . 

由 变换 {tw = οὐ + a | 9 为 任意 实数 ,a 为 任意 复数 ) 所 组 成 的 群 , 即 由 旋转 w 
= ez 与 平移 w = z + a 的 复合 所 组 成 的 群 称 为 欧 氏 运动 群 , 或 刚体 运动 群 ,这 是 
Aut(C) 中 的 一 个 子 群 . 显然 , 欧 氏 度量 是 在 欧 氏 运动 群 下 的 不 变 度量 . 而 由 定义 
(1.2), 这 时 候 尺 (z,P) = 0 对 任意 的 z © C 都 成 立 , 所 以 称 这 个 度量 为 抛物 度量 . 


2. Poincare 度量 


车 0 为 单位 贺 D(0,1) = {z |] z< EDOD ERER ϱ = A(z) = 


2 
or , 即 ds,? = 才华 | . 称 这 个 度量 为 Poincare 度量 (Poincare metric) 


或 双 曲 度量 (hyperbolic metric) .在 第 2 章 2.5 节 中 已 经 证 明 :D(0,1) 的 全 纯 自 同 
构 群 Aut(D(0,1)) 由 变换 |w = =e 1 “人 = | 9 为 任意 实数 ,a € DO, D | 所 组 


成 , 即 群 由 旋转 及 M6bius 变换 所 组 成 . ο. 2 章 2.5 节 中 也 已 证 明 :Poincare 度量 
是 在 Aut(D(0,1)) FRASER. 
现在 来 计算 D(0,1) 中 两 点 zl ,zz 间 的 Poincaré 距离 . 
先 考 虑 D(0,1) 中 两 点 z1 = 0 及 zs = R+i0 (R 二 1) 之 间 的 Poincaré 距离 . 
这 时 候 , 连 接 这 两 点 的 曲线 γ 可 以 写成 
z(1) = u(t) +iw(t) (θς ες1). 


其 中 
w(0) = u(0) = w) = 0, ui) =R. 
(uct)? + (wy <l, usw 为 1 的 Ci 实 值 函数 .于 是 
| qs=| 2! 4: | _ of! Cu’)? + wade 
ντ [| ο 1- UM- way 
- 2du 
o l-u’ 


2| u’) | αι 
5. 1- uM 之 
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nl+R 
I- R’ 
FERH wa) = 0 0< ες). FLSA 
τῶν... dz - 
d(0,R + i0) = inf] 5 ΞΕ τε = In 
而 使 积分 取 inf 的 γ 为 连接 0 及 R 110 HARE. 
由 于 w = ez 是 Aut(D(0,1)) 中 的 一 个 元 素 , 故 D(0,1) 中 任意 两 点 间 的 
Poincaré 距离 经 w = ei?z 变换 后 是 不 变 的 .因此 ,有 


= 1 


1+R 
1- R’ 


ey 1 κ 
d(0,Re*®) = In 本 R 
对 任意 实数 9 都 成 立 . 
若 21922 为 D(O,1) 中 任意 两 点 , 则 
— £7 21 
92) = TS 
ἊἪ Aut(D(0,1)) 中 的 一 个 元 素 , 将 σι 映 为 0, 将 zz 映 为 
Z2 一 σι 
1 一 ZI2Z2 
于 是 
Ζ Ζ 1+ i. so 
-- 2 41 _ 一 2122 
ο... aoe (1.3) 
1 ~ 2,22 


这 就 是 D(0,1) 中 任意 两 点 zi ,zz ZER Poincaré 距离 或 双 曲 距离 .这 时 候 ,在 


_: dz 
d(2z1,Z2) = int] Lt 
PE inf 的 y 为 曲线 
ο 
z = ΙΕ  O<tr<)), 
1+7,2 4 
1 - Z12Z2 


即 
~ Q- t)z + (t-Zz2zı)z 
1-12ιΖι - (1 - t)z z? 
从 (1.3) 式 可 以 看 出 , 当 zs 一 zi 时 ,d (zi1,z2) = 0134 χι πὲ z: ΒΕ D(0,1) 的 边 
界 点 时 ,qd (zi ,Zz2) 一 œ. 
第 2 章 2.5 节 定理 19 X Schwarz-Pick 引 理 : 若 w = f(z) X D(0,1) 中 的 全 
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Γκ Ωω ΟΟΟΟΟΟΟΟΟΟΟΟΟΟΟΟΟ 5.1 度量 与 曲率 


纯 函 数 , 将 D(0,1) 映 人 到 DCO,1).A wi = fz), w: = f(z.) WA 
νι 一 We 
1- ww| © 

等 号 成 立 当 且 仅 当 f(z) € Aut(D(0,1)). 

由 (1.3) 式 , 可 将 (1.4) 式 改 写成 

d(wi,w2) <dCz1522). 

于 是 ,Schwarz-Pick 引 理 有 明确 的 几何 意义 : 若 w = f(z) Ἢ D(0,1) 中 的 全 纯 函 

数 ,将 Ρ(0.1) BRA ZI Ρ(0.1),ΠΙ (0.1) 中 任意 两 点 之 间 的 Poincaré 距离 经 过 映 

射 后 是 不 会 增加 的 ,距离 相等 当 且 仪 当 f(z)〉 Ε Aut(CD(0,1)). 


一 8 
由 于 人 = 42 2. sa 


-ΔΙπλ(2) = Aln -| z |?) =- 


Ζι Z2 
1 — Zi Z? , 


(1.4) 


4 

(1 — |z 22) 

故 双 曲 度 量 4C(z) 的 曲率 K(z,X) = -1 对 所 有 zE DO, 1) 都 成 立 , 所 以 称 这 个 度 
量 为 双 曲 度量 . 


3. 球 度量 
EAIC ,在 C* 上 取 度 量 p = olz) = it sie 
_ 4|4σ|7 
ds = Gy [De 


称 这 个 度量 为 球 度量 (Spherical metric) 或 椭圆 度量 Celliptic metric). 7E# 1 1.2 
节 中 介绍 过 球面 投影 (stereographic projection) , 这 个 投影 建立 起 了 Riemann ἘΚ 
mS 上 的 点 与 C” 中 的 点 之 间 的 一 一 对 应 . 若 zE C* MES 上 对 应 的 点 的 坐标 
为 


_ 7 2 
z+z z-z iz] 1) (1.5) 


z]? +1 ilzl2+1)” |z +1 
#5 P = (X1,X2 »xX3) GP’ = (αι ,Xz 9X3 DAS? 上 的 两 点 , 则 这 两 点 之 间 在 53 
上 的 最 短 距 离 为 过 P,P' WKB LAPP’ 的 弧 长 .这 个 弧 长 等 于 


(X19X25X3) = (; 


7 7 r 
L— xixi — XX2 — X3 X3 

7 7 7. 
14+ xx + X2X2 + X3X3 


由 (1.5) 式 ,这 等 于 2arctan | ZZ, | .将 这 个 距离 作为 Co 中 的 一 种 度量 ,得 到 
zoz 之 间 的 距离 为 


2arctan 
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+ 


d(z,z’) = 2arctan F . 
显然 ,相应 的 度量 为 
2 4 | dz |? 
ds = TF] zD? 


这 只 要 对 d 求 微分 即 可 得 到 .也 就 是 : 


ds? = (σ(2}} | dz | (o) = τισ). 

于 是 ,度量 σ(2) 有 十 分 明确 的 几何 意义 .用 度量 c(z) 来 计算 C* 中 两 点 之 间 的 距 
离 , 等 于 在 57 上 对 应 的 两 点 之 间 的 最 短 距 离 , 即 球面 距离 .也 就 是 说 ,用 57 上 对 应 
两 点 之 间 的 球面 距离 作为 C* 中 两 点 之 间 的 距离 ,于 是 有 


d(zi+z2) = inf] σ(2) | dz |, 
这 里 ,7 为 连接 zi ,zz 的 任意 曲线 . 
着 zioz: Æ S 上 对 应 的 点 为 P,P. ,连接 过 Pi, Pe 点 的 天国 上 的 弧 P, Pp ΗΕ; 


P: P, Py 6 经 过 球面 投影 到 C* 中 连接 zi 与 zz 的 曲线 yo ,这 个 γο 就 是 使 上 式 中 积 14} Βα 
inf 的 曲线 .这 是 为 什么 称 度量 σ(2) 为 球 度量 的 原因 . 
容易 计算 得 到 : 球 度量 o(z) 的 曲率 在 每 一 点 z € C ”为 1, 所 以 称 这 个 度量 为 
椭圆 度量 . 
在 第 3 章 3.3 节 中 已 经 叙述 了 单 值 化 定理 :任意 单 连通 的 Riemann 曲面 一 定 
一 对 一 地 全 纯 等 价 于 下 列 三 个 区 域 之 一 :C,D(0,1) 以 及 C* .这 就 是 为 什么 要 在 
这 三 个 区 域 上 来 定义 并 讨论 几何 的 原因 . 
由 (1.2) 式 所 定义 的 曲率 有 一 个 重要 的 性 质 , 就 是 曲率 是 在 全 纯 映射 下 的 
不 变量 . 
车 Q1 及 02; 为 C 中 的 两 个 区 域 ,f 为 0 上 的 全 纯 函 数 ,将 Ωι BRA Q. Æ ο Ἢ 
Q: 上 的 一 个 度量 , 且 f 40,0 
Γκερς(ρ.βρ! [| (1.6) 
定义 了 在 2: 上 的 一 个 度量 .这 个 度量 称 为 由 度量 6 通过 f(z) 拉 回 来 (pullback) 到 
Ωι 上 的 度量 .要 证 的 是 
K(z,f*e) = K(f(z),p). 
这 可 证 明 如 下 : 
由 于 
Aln | f’(z) | = 0 
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以 及 
Ain(e «[(2))Ξ 4 2 mee f2) 
OZ az 
= a (2) (2) (E Since P) 
=| ο) |2(Λ}Ηπ0} «[(2). 
所 以 


eo- EA ϱ)»[(2) 
Kz, f xp) (pf) If @ | 


(A jin ϱ)»[(2) 
Cp «f(z 
=K(fCz),@). 


5.2 Ahlfors-Achwarz 引 理 


第 2 章 2.5 节 定理 17 给 出 了 经 典 的 Schwarz 引 理 的 解析 形式 .第 2 章 2. 5 λε 
M 19 给 出 了 Schwarz-Pick 引 理 ,这 是 经 典 的 Schwarz 引 理 的 推广 .在 上 一 节 中 ,名 
出 了 Schwarz-Pick 引 理 的 微分 几何 的 意义 ,这 是 用 Poincaré 度量 来 刻画 的 . 这 里 
要 给 出 Schwarz 引 理 的 另 一 种 形式 的 推广 , 即 Ahlfors-Schwarz 引 理 , 这 是 用 曲率 
来 刻画 的 , 且 是 Schwarz-Pick 引 理 的 推广 .这 条 引 理 是 在 1938 年 由 Ahlfors 所 建立 
的 (L，V.，Ahifors5) .这 条 引 理 可 以 说 是 微分 几何 进入 复 分 析 的 开始 ,也 是 用 微 
分 几何 的 观点 来 处 理 复 分 析 问题 的 开始 . 
定理 1(Ahlfors-Schwarz 引 理 ) ik f(z) A DO.) 上 的 全 纯 函 数 ,f 将 
D(0,1) 上 映 为 U0. 如 果 在 U 上 可 以 引入 一 个 度量 p, 即 ds。? = (ο(Ζ}}᾽ | dz 上 ,使 得 
其 曲率 在 UU 上任 一 点 都 小 于 等 于 一 1, 则 
f*xe(z)<ACz), (2.1) 


其 中 ,A(z) = rE 


+ Ζ 
ds? < ds,?. (2.2) 

也 就 是 经 过 映射 后 ,度量 不 增加 . 
证 明 ”任意 固定 r+ € (0,1), 在 以 原点 为 中 心 ,r 为 半径 的 圆 DC(0,r) EE 
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义 度量 


2r 
à (z) = 2 


显然 ,在 D(0,r) 中 任 一 点 z 上 ,其 曲率 均 为 - 1. 定义 函数 
ν(Ζ) = fre), 
Àr 


WIZE D(0,r) E. v 是 非 负 的 连续 函数 .由 (1.6) R, [.ρ(2) = po(f(z)) [了 (2z) | 
在 D(C0,r) 上 是 有 界 的 , 且 当 | z I> rmt E 一 0. 所 以 , 当 | z | 一 0 时 ,v — 0. A 


此 ,y 只 能 在 DCO0,r) 中 的 某 点 = 处 取 到 极 大 值 M ,如 能 证 明 M 过 1, 则 在 DO, r) 
上 vv 过 1 成 立 . 令 + 一 1 , 即 得 (2.1) 式 . 

fxe) = 0,0 v= 0, 已 无 需 再 证 . 故 不 妨 假 设 fx ela) > 0. 这 时 ， 
Κίτ,/Γκρ) 是 有 意义 的 .因此 ,由 假设 KC(r,f x 1) 这 -1. 由 于 lnv 在 7 点 处 取 极 
大 值 , 故 有 


0> Aln νίτ) = Alnf xp(r) - ΔΙπλ,(τ) 
=— KCr,f x*p)» STD + Κίτ.λι)(λ,(τ)} 
> (f * ρ(τ))Σ -(λ,(τ))ὲ. 
即 得 
Frew) <], 
àr) > 
故 M 过 1. 引 理 证 上 毕 . 
若 在 Ahlfors-Schwarz 引 理 中 ,U S D(0,1), 则 可 取 ϱ = A, 这样 就 得 到 
Schwarz-Pick 引 理 .所 以 ,Ahlfors-Schwarz 引 理 为 Schwarz-Pick 引 理 的 推广 . 
还 可 以 将 Ahlfors-Schwarz 引 理 写成 更 一 般 的 形式 . 
在 D(0,a) (a 50) 上 定义 度量 
A 2a 
λα (7) er zy 
这 里 ,4 > 0, 则 这 个 度量 在 DO, a) 中 任 一 点 ,其 曲率 均 为 - A. 
定理 2( 一 般 形 式 的 Ahlfors-Schwarz 引 理 ) ”假设 f(z) 为 D(0,a) 上 的 全 纯 
图 数 , 将 DO.) RH U. WE U 上 可 以 引入 一 个 度量 po, B ds? = 
(e(z))? | dz | ,使 得 其 曲率 在 U 上 任 一 点 都 小 于 等 于 - B, 则 
f* e() < Aue) (2.4) 
对 每 个 zE DO, a) 都 成 立 ,这 里 ,B 为 正 的 常数 . 


. 190. 


(2.3) 


2) ΩΩ ΩΩΩΟΩΟΟΟΟΟΟΟΟΟΟΟ Ο 5.3 Liouville 定 理 的 推广 及 值 分 布 


定理 2 的 证 明 与 定理 1 的 证 明 一 样 ,从 上 略 . 

Ahlfors-Schwarz 引 理 也 是 微分 几何 中 比较 定理 的 开始 之 一 . 

应 用 Ahlfors-Schwarz 引 理 可 以 得 到 很 多 重要 的 结果 ,例如 推广 的 Liouville 
定理 等 . 


5.3 Liouville 定理 的 推广 及 值 分 布 


第 2 章 2.3 节 中 的 定理 8 为 重要 的 Liouville 定理 :任意 有 界 整 函 数 必 为 常数 . 
现在 应 用 Ahlfors-Schwarz 引 理 ,可 以 用 曲率 来 刻画 与 推广 Liouville 定理 . 

定理 3( 推 广 的 Liouville 定 理 ) ” 若 整 函数 f(z) 将 C 映 到 U. 如 在 U 上 可 以 引 
人 一 个 度量 pP(z) ,使 得 对 任意 z EU ,其 曲率 K(z,p) WEK, p) <- Β- 0, 
里 ,B 为 正 的 常数 , 则 f(z) 必 为 常数 . 

证 了 明 ”对 任意 a0,f(z) 将 DCO,a) 映 到 U 之 内 .由 假设 ,可 在 其 上 定义 度 
Ἐξ p, 使 得 其 曲率 K(z,P) <- B<O. 故 由 定理 2, 有 

Ρκρία)ες YANG). 

由 (2.3) R, α-» o BY AS Cz) + 0, Γκ Oz) <0. PRA f ρία) = 0. 由 于 
f(z) ABABA, Ak 了 必 为 常数 .定理 证 毕 . 

由 定理 3 可 以 导出 Liouville 定理 . 

若 f(z) 为 有 界 整 函数 ,所 以 可 以 找到 一 个 正 的 常数 M ,使 得 | f(z) |< MY 


z © C 时 都 成 立 .于 是 ,全 纯 函 数 十 /(z) 将 CADO, D 之 内 .而 在 D(0,1) 上 


显然 可 以 取 度 量 》, 其 曲率 为 - 1. 故 在 定理 3 中 取 刀 = 1, 即 得 向 f(z) 必 为 常数 ,此 


即 f(z) 必 为 常数 ,这 就 证 明了 Liouville 定理 . 

由 此 可 见 ,定理 3 是 Liouville 定理 的 微分 几何 形式 的 推广 . 

由 Liouville 定理 知道 : 若 整 函数 w = f(z) 将 C 映 到 有 界 域 , 则 f(z) 必 为 常 
F ERRAR w = f(z) 将 C 映 到 无 界 域 U, 如 CN\U 的 面积 大 于 零 ,那么 仍 可 证 明 ， 
f(z) 必 为 常数 .这 可 证 明 如 下 : 著 ει E C\U, 且 为 内 点 . 作 变 换 w = w - ει. ΠΙ 


wi = 0 位 于 f(C) - οι 的 余 集 中 , 作 变 换 w = 一 上 一 , 则 ws 将 C 映 到 有 界 域 ， 


bd 
W- cl 
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于 是 we 为 常数 co. 由 οι = HAR w 也 是 一 个 常数 . 


再 进一步 , 若 整 函数 w = f(z) C 映射 到 无 界 域 U, 而 C\U 的 面积 为 零 , 即 
C\U 是 由 一 些 曲线 组 成 的 ,这 时 候 f(z) 是 否 仍 为 常数 ? 


我 们 来 看 看 下 面 的 例子 . 
若 整 函数 w = u tiv = fz) eCRAC\ut+i0|O<Su<l}. fF eR 
Wi 三 Ui + iv1 = φίνν) = M, 
w—1 


KC Pea C\{u, + i0 | u «Ομ = Vwi, 这 里 开 根 导 取 主 分 
支 , 则 wz 将 ο 映 为 右 半 平面 .再 作 Cayley 变换 ws = V = s(ws), 将 右 半 平 


We 十 工 

面 映 为 单位 圆 .于 是 ,由 Liouville 定理 , ws 是 常数 ,这 导出 wwii 及 w 均 为 常数 ， 

由 此 可 见 , 整 函数 w = f(z) 将 C 映 到 无 界 域 U, 即 使 C\U 是 一 个 线段 ,这 个 
整 函数 仍 可 为 常数 .不 但 如 此 ,显然 可 见 ,我 们 可 以 取 这 个 线段 的 长 度 为 任意 小 的 
正 数 ,这 时 候 f(z) 仍 为 常数 . 

那么 C\U 多 么 小 时 ,f(z) 才 不 是 常数 ? 

考虑 另 一 个 极端 的 例子 . 整 函数 f(z) = ο’ HEC 映 到 U = CN0)} ,所 以 如 果 
ου 为 一 点 的 话 ,就 有 例子 f(z) 不 是 常数 .那么 如 果 C\U 为 两 点 的 话 ,f(z) 是 不 
是 常数 呢 ? 其 回答 就 是 Picard 小 定理 . 


5.4 Picard 小 定理 


定理 4(Picard 小 定理 ) FER w = f(z) CRAU, m C\U 至 少 包含 
两 点 , 则 f(z) 必 为 常数 ， 

也 就 是 说 ,非常 数 的 整 函数 取 到 C 中 所 有 的 值 ,除了 一 个 可 能 的 例外 点 ， 

为 了 证 明 Picard 小 定理 , 先 证 如 下 的 

定理 5 车 U 为 C 中 的 开 集 ,C\U 至 少 包 含有 两 点 , 则 在 上 可 以 引入 一 个 
度量 ,使 得 其 曲率 Κία,μ) 在 U 的 每 一 点 上 都 满足 

K(z,#) <- B<0, 

这 里 ,B 为 正 的 常数 . 
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由 定理 5 立即 推出 定理 4. 这 是 因为 : 若 C\U 至 少 包 含有 两 点 , 故 由 定理 5, 可 
以 在 U 上 引入 一 个 度量 A ,使 得 其 曲率 在 U 上 每 一 点 都 满足 天 (z,A) <- B<0, 
而 B 为 正 的 常数 ,由 推广 的 Liouville 定理 (定理 3) 得 到 f(z) 必 为 常数 . 

定理 5 的 证 明 ”在 C\U 中 取 两 点 ,并 用 线性 变换 将 这 两 点 变 为 0 与 1, 记 Co 
= C\({0,1) ,在 Cor 上 作 度 量 

ΡΥ 
Π (2) 在 Con 上 为 正 的 .光滑 的 函数 .现在 来 计算 x 的 曲率 ,并 证 明 其 值 为 负 的 . 
首先 看 到 


5/6 = Ὁ. 2 = 
Aln | z | = 7pAln|z | 0, 


所 以 
Aln (1 十 | z po = 1 nc +l z 14) 
| z |? 2 
=22 Zin + (z+ ZV) 
_ 1 
18 | z [a +] z [19927 
同样 可 以 得 到 
Aln da+|z-1 5) κ 1 
|z-1 | ~ 18|z-1|5a+]|z-1 p3 
于 是 曲率 
_ | z-1 15 | z |53 
Κία»μ) = πι. z a+] z-1 pay * 11|2|/}1|Ζ-1 ray |: 
可 以 看 出 : 
(1) Kz y) 二 0, 对 于 所 有 的 xz © Cons 
: -- 4, 
(2) limK (z #4) =~ 363 
. __1. 
(3) limK (z, 4) = 367 


(4) limK (z, #) =- 99, 


故 Κίας.μ) 在 σοι 上 有 一 个 负 常 数 - B 作为 其 上 界 ,这 就 证 明了 定理 5. 
以 下 还 要 证 明 更 为 深刻 的 Picard 大 定理 ,这 是 Picard 小 定理 的 深化 .为 了 证 明 
Picard 大 定理 ,下 面 来 推广 正规 族 的 概念 . 
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5.5 正规 族 的 推广 


在 第 4 章 4.2 节 中 引入 了 正规 族 的 概念 ,并 用 此 来 证 明 Riemann 映射 定理 . 现 
在 来 推广 这 个 概念 . 

ἜΝΙ πίει) 为 域 L 上 的 复 值 函 数 序列 (函数 未 必 全 纯 ) , 若 对 任 给 的 s 之 0 
及 0 中 任 一 紧 致 集 K ,一 定 存在 一 个 只 依赖 于 e RK 的 正 整数 / ,使 得 当 >J 时 

|g)(z) - g(z)|<e 

对 任意 的 z € K 都 成 立 , 则 称 {8;} 在 Ω 上 正规 收敛 (normally convergence). 

即 车 {gj} FEO 上 内 团 一 致 收敛 , 则 称 {8j;) 在 Ω 上 正规 收敛 . 

EX Ω 中 的 任 一 紧 致 集 K ,及 CC 中 的 任 一 紧 致 集 L ,一 定 存 在 一 个 只 依赖 于 KK 
及 工 的 正 整数 / ,使 得 当 j > 时 ,gj(z) é ΠΣΕ KERA, MER g) E 
Ω 上 为 紧 发 散 (compactly divergence). 

即 若 {8j;} 在 2 上 任 一 紧 集 上 一 致 发 散 到 οο , 则 称 {8j}) 为 紧 发 散 . 

定义 2 AFARO LWA PBK. 如果 多 中 任 一 序列 或 者 有 子 序列 正规 收 
钙 , 或 者 有 子 序列 紧 发 散 , 则 称 乡 为 正规 族 . 

这 是 第 4 章 4.2 节 中 正规 族 定义 的 推广 . 

δι F= {fil fi = z G = 1,2,.)). 

FE D(0,1) 上 是 正规 族 , 因 任 一 子 序 列 正规 收敛 于 零 . 

Fiz || z |> 1} 上 是 正规 族 , 因 任 一 子 序列 紧 发 散 . 

Z9 在 任 一 包含 有 单位 圆周 | z | = 1 上 任 一 点 作为 内 点 的 区 域 上 不 是 正规 族 , 因 
为 任 一 子 序列 在 圆 内 的 点 上 收敛 于 零 ,在 圆 外 的 点 上 发 散 . 

由 上 述 定义 , 立 得 

定理 6(Montel 定理 ) τό δω 上 的 全 纯 函 数 族 . 若 对 2 中 任 一 紧 致 集 K， 
存在 常数 Mx ,使 得 

| f(z) |< Mx (5.1) 

对 每 个 z € K, f © 了 都 成 立 , 则 了 为 正规 族 . 

WR | f(z) |< M 对 所 有 z E N.f E FRR AE, M 为 常数 ,那么 定理 依 
然 成 立 . 
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由 于 乡 为 全 纯 函 数 族 , 旦 满足 条 件 (5.1) , 故 不 可 能 有 紧 发 散 . 所 以 由 第 4 章 4.2 
” 节 定 理 3(Montel 定理 ) ,上 述 定理 成 立 . 

为 了 推广 正规 族 概念 到 亚 纯 函 数 族 ,我 们 用 8 上 的 球 距离 来 替代 C 上 的 欧 氏 
距离 .这 时 候 ,C”* 上 的 亚 纯 函 数 族 是 正规 族 可 定义 如 下 : 

定义 3 ”车 5 为 域 QCC* 上 的 亚 纯 郴 数 族 . 如 果 乡 中 任 一 序列 一 定 存在 一 个 
子 序列 ,在 Ω 上 球 距 离 的 意义 下 是 正规 收敛 的 , 则 称 多 为 正规 族 . 

这 个 定义 的 形式 与 第 4 章 4.2 节 中 正规 族 的 定义 (定义 1) 是 相 一 致 的 ,只 是 用 
PRERA EHR T IKRE. 

可 以 看 出 ,定义 2 相 容 于 定义 3, 这 只 要 用 球 距 离 来 蔡 代 欧 氏 距离 即 可 . 

与 Montel 定理 (定理 6) 相仿 ,可 以 有 如 下 的 Marty 定理 : 

定理 7(Marty 判 别 法 ) AFAR OQ 上 的 亚 纯 销 数 族 , 则 多 为 正规 族 当 且 仅 当 

{fxo|fEF (5.2) 

E N 的 任 一 紧 致 集 上 一 致 有 界 , 这 里 ,c 为 球 度量 , 即 对 Ω 中 任 一 紧 致 集 K ,存在 常 
BM x ,使 得 


2| f(z) | 
(κο Fay < Mk (5.3) 


对 任意 z E K,f E 9 都 一 致 成 立 . 
证 明 〈5.2) RE 0Q 的 任 一 紧 致 集 上 一 致 有 界 与 (5.3) 式 等 价 是 显然 的 . 
如 (5.3) 式 成 立 , 则 


d(f(21)sflz2)) = inf] ds 
yY Y 
-- 21Η) | 
inf | ， 1+] Κα jz | dz | 


2] f(z) 
<f τής: jz | dz | 


< Mx | Zi 一 之 2 | ， 
这 里 ,y 是 连接 /zi) ,六 zz) BEE K 中 的 曲线 ,7y AITO), Yo HA Ζο Aiz H 
直线 段 . 故 在 球 距离 的 意义 下 ,2 是 等 度 连续 的 .而 球面 距离 是 有 限 距 离 , 故 多 是 一 
致 有 界 的 . 故 由 Ascoli-Arzela 定理 (第 4 章 4.2 节 定理 4) ,多 为 一 正规 族 . 
反之 ,如 了 为 正规 族 ,要 导出 (5.3) 式 成 立 .我 们 用 反 证 法 .如 果 (5.3) 式 不 成 
立 , 则 在 2 中 存在 紧 致 集 E 及 中 的 序列 (f,) ,使 得 maxf。 x σία) 无 界 .由 于 9 为 
TEAR RHE fn} 中 存在 子 序列 {f,, } ,使 得 当 nk 一 o Ην [ει 一 了 在 E 上 一 致 成 


立 . 在 巨 中 的 每 一 点 ,可 以 有 一 闭 圆 万 CO ,在 万 中 或 者 / 是 全 纯 的 ,或 者 地 是 全 
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纯 的 .车 f 为 全 纯 的 , 则 在 D 上 有 界 ,由 于 (f,, } 是 在 球 距离 意义 下 收敛 的 , 故 当 nx 
FAKE. (fa, } 在 DD 内 无 极点 .由 第 3 章 3.1 节 定理 1(Weierstrass EHD)» fn, * 0 
在 比 品 小 一 点 的 圆 上 一 致 收敛 到 f x o. 由 于 f * 是 连续 函数 , 故 户 x c 在 小 一 点 


的 加 上 是 有 界 的 .同样 , 若 让 是 全 纯 的 ,用 同样 的 方法 可 证 (天 - ) *o 在 小 一 点 的 加 


上 是 有 界 的 ,但 是 (天 ) * 0 = fa, * c, 故 仍 得 o 在 小 一 点 的 加 上 是 有 界 的 . 


由 于 五 为 紧 致 集 , 故 可 以 用 有 限 个 这 样 的 小 圆 来 覆盖 . 这 样 可 以 得 到 fn, ασ TEE 
上 是 有 界 的 ,得 到 了 矛盾. 

由 Marty 判别 法 ,可 以 导出 如 下 的 Montel 定理 : 

定理 8(Montel 定理 ) όλ 2 EWERS, P.Q, R 为 三 个 不 同 的 
点 .如 果 儿 中 的 任 一 函数 取 值 于 C*\ (P,Q,R), 则 多 为 正规 族 . 

证 明 ”用 分 式 线性 变换 将 P,Q,R 三 点 变 为 P = 0,Q8 = 1 及 R = %. 于 是 只 
要 证 明 : 全 纯 函 数 族 中 任 一 函数 如 不 取 P = 0,0 = 1, 则 此 函数 族 为 正规 族 . BE 
Cor = ΟΝΟ,1) 上 取 值 的 全 纯 函 数 族 成 正规 族 . 这 只 要 证 明 : 对 Ω 中 任 一 圆 
D(zosa) = {2 || z- zo [<a FRA EMR, BARE zo = 0. 在 5.4 节 中 
已 经 构造 了 度量 4, 将 4 乘 以 常数 a( 仍 记 作 4) ,使 得 其 曲率 的 上 界 为 -1. 由 5.2 节 
中 一 般 形式 的 Ahlfors-Schwarz 引 理 (定理 2) ,得 到 ;对 于 任 一 f E FA 

Γκμ(ζ) κ A(z), 

即 


df 2a 
LCC »| |< (5. 4) 
f | qz VA Cæ -| z |) 


对 每 个 z E DO, a) 都 成 立 . 
将 球 度量 o(w) 与 AKCw) 在 Con 中 做 比较 .显然 , 当 w 一 0, 或 者 w 一 1, 或 者 
w— œ fit 
2 _ 
olw) _ 1+| w? 
μ(νν) acl 十 | w [1/3 V2 ¢7 +| w 一 1 1212 
| w [8 | w-1fps 


故 存在 正 的 常数 M BFR olw) < Mu(w). 于 是 由 (5.4) 式 , 当 z Β(θ0,α) 时 
fx σ(σ)- afa | 


>» 0. 


< Mef» | SE = Mf * e(z) 


e 16 
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2aM 
VA (a? -| 2 |3) 
成 立 . 故 fxo 在 D(0,a) 的 紧 致 集 上 有 界 , 且 界 不 依赖 于 f € 2. h Marty 判别 法 
(定理 7), 导 出 为 正规 族 . 

在 证 明 过 程 中 ,还 证 明了 

定理 9(Montel EH) FFARR Ω 上 的 全 纯 函 数 族 ,对 F 中 的 每 一 个 函数 ,如 
均 不 取 相 同 的 两 个 复数 , 则 为 正规 族 . 


«κ: ΜλΑ(2) = 


5.6 Picard 大 定理 


第 3 章 3.2 节 定理 3 为 Weierstrass 定理 : 若 f(z) Æ Ὀ΄ (0,1) = DC(0,r)\ {0} 
中 全 纯 ,而 z = 0 为 f(z) 的 本 性 奇 点 , 则 f(z) 在 D'(0,r) 中 能 取 到 的 值 在 C 中 是 

Picard 大 定理 将 进一步 刻画 函数 在 本 性 奇 点 附近 的 值 分 布 . 

定理 10(Picard 大 定理 ) ”车 f(z) 在 D“(0,r) 中 全 纯 , 而 z = 0 为 f(z) 的 本 
ERA Mf Ez = 0 点 的 任意 邻 域 中 可 取 到 C 中 任意 的 值 ,最 多 除去 一 个 例外 
点 .当然 ,以 任 一 点 z 来 替代 z = 0, 结 论 依然 成 立 . 

显然 ,Picard 大 定理 是 Weierstrass 定理 的 深化 ,也 是 Picard 小 定理 的 推广 . 

在 第 3 章 3.3 节 中 已 经 知道 , 若 f(z) ABM, Β. f(D) 在 无 穷 远 点 处 为 极点 , 则 
12) 为 多 项 式 .由 代数 基本 定理 (第 2 章 2.4 节 定理 10),f(z) 可 以 取 ο 中 任何 值 . 若 
f(z) 在 无 穷 远 点 处 为 可 去 奇 点 , 则 f(z) 为 有 界 整 函数 ,由 Liouville EM, f(z) DAH 
B.A f(z) 在 无 穷 远 点 处 为 本 性 奇 点 , 则 由 Picard 大 定理 ,f(z) 在 无 穷 远 点 附近 可 以 
取 C 中 的 任何 值 ,最 多 除去 一 个 例外 点 ,这 就 导出 了 Picard 小 定理 . 

因此 ,Picard 小 定理 是 Picard 大 定理 的 推论 . 

现在 应 用 上 节 的 结果 ,来 证 明 Picard KEM. 

定理 10 的 证 明 ”用 反 证 法 . 若 Picard 大 定理 不 成 立 , 不 妨 设 f(z) 在 D (0,1) 
上 全 纯 ,f 将 D'(0,1) 映 到 的 区 域 不 取 0,1 两 点 ,来 证 明 z = OW f(z) 的 可 去 奇 
点 或 极点 ,这 样 就 得 到 矛盾 . 


定义 f(z) = 用 等) (0 过 |z | 二 1), 作 全 纯 函 数 族 F= (fa) FREF σοι. 


n 


» 197. 


第 5 章 RAILS Piard O0O000000000000000000: 


由 定理 9, 儿 为 正规 族 .因此 ,在 {f,) 中 存在 子 序列 {f。, } ,或 者 正规 收敛 ,或 者 紧 发 
ΒΚ. E fa, } 是 正规 收敛 的 , 则 { 记 } 在 D'(0,1) 的 任 一 紧 致 集 上 一 致 收敛 , 故 有 界 . 


特别 在 |z| |z l= χ} ΕΠ M, 此 即 f(z) 在 {z| | z 1= zH) ARM. πα 


n 
大 模 原理 ,f 在 0 <| z | 二 去 上 有 界 M, 故 z = 0 为 f(z) 的 可 去 奇 点 (第 2 章 2.3 
节 定 理 9). 
车 {f,, ) 为 紧 发 散 的 , 则 用 同样 的 办 法 可 证 : 当 z 一 0 时 于 一 0, 即 当 z->0 时 


f 一 %, 故 z= 0 为 f(z) 的 极点 .这 就 证 明了 定理 . 

尽管 Picard 大 定理 与 Picard 小 定理 是 复 分 析 尤其 是 值 分 布 理论 中 最 为 重要 的 
定理 之 一 ,但 是 一 般 大 学 基础 课 教材 中 不 讲 这 些 定理 ,原因 是 这 些 定理 的 证 明 要 用 
到 椭圆 模 函 数 , 比较 困难 . 自从 Picard 定理 证 明 后 ,有 不 少 简化 的 证 明 ,本 章 选 用 了 
微分 几何 的 证 明 .L. V. Ahlfors”! 于 1938 年 建立 起 极为 重要 的 Ahlfors-Schwarz 
引 理 ( 定 理 1) ,1939 年 民 . M. Robinson"! 就 沿 着 这 个 想法 ,用 微分 几何 的 方法 ,而 
不 用 椭圆 模 函 数 来 证 明 Picard 定理 等 .之 后 就 有 不 少 进 展 , 如 Η. Grauert and H. 
Reckziegel'! ,Z. Kobayashi], L. Zaleman"™!, D. Minda and G. Schober"! 以 
KS. G. Krantz! 等 人 的 工作 . 本 章 就 是 参考 了 上 述 文献 , 尤其 是 Minda 与 
Schober 以 及 Krantz 的 工作 后 写成 的 .这 种 写法 的 好 处 ,不 仅 是 使 得 Picard 定理 的 
证 明 简单 明了 ,而 且 也 开始 了 解 了 如 何 用 微分 几何 来 处 理 复 分 析 的 问题 . 不 但 如 
此 ,这 里 用 微分 几何 来 证 明 Picard 大 定理 、Picard 小 定理 的 方法 ,还 可 以 用 来 证 明 
其 他 一 些 复 分 析 中 的 重要 定理 ,如 Bloch 定 理 .Landau 定 理 ,Schottky 定 理 等 等 . 现 
在 叙述 Bloch jE, Landau 定理 及 Schottky 定理 如 下 ,而 不 给 出 证 明 ,有 兴趣 的 读 
者 可 参阅 上 述 文献 以 及 L. V. Ahlfors, J. B. Conway", 

Bloch 定理 ” 若 f(z) 在 单位 圆 盘 D LA, H fO = 1,0) f(D) 一 定 包 有 
一 个 以 B 为 半径 的 圆 ,这 里 ,B 是 一 个 不 依赖 于 f 的 正 的 常数 . 

Landau 定 理 若 f(z) = ao+a1z+… (ai 关 0) 为 D(0,r) 上 的 全 纯 函 数 ， 
{80.1 WAW r< RC(ao,a1), 这 里 ,R(ao,a1) 为 内 依赖 于 αοναι 的 常数 . 

Schottky 定理 ” 若 f(z) = αυ + aiz ++ H DOr) 中 的 全 纯 函 数 ,f 不 取 0， 
1 两 点 , 则 对 每 个 9 E (0,1) ,存在 只 依赖 于 ao 及 9 的 常数 M(ao,9) ,使 得 | f(z) | 
< Μίαο»ϐ) 对 所 有 | z |< Or 都 成 立 . 

还 可 证 明 : 由 Bloch 定理 也 可 导出 Picard 小 定理 ,由 Schottky 定理 也 可 导出 
Picard 大 定理 . 
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在 证 明 Picard 小 定理 及 Picard 大 定理 的 过 程 中 ,我 们 在 Co ΕΤΕ, 
这 是 证 明 过 程 中 很 关键 的 一 步 . 对 这 个 度量 ,要 求 其 曲率 有 负 的 上 界 , 且 存在 正 的 
常数 M ,使 得 c 委 Me 成 立 .满足 这 种 性 质 的 A 当然 不 只 是 本 章 中 给 出 的 (4.1) 式 
这 一 个 ,还 可 以 构造 出 其 他 的 度量 也 满足 上 述 要 求 , 有 兴趣 的 读者 可 参阅 R. 


M. Robinson". 


J 题 5 


、 _ 32 1 8 1 92 as — iĝ 
1. 证 明 :A = ort ΝΤΕ age ek Ez = τοῦ. 
2. 证 明定 理 2. 
3. 证 明 ; 欧 氏 度 量 是 在 欧 氏 运动 群 下 的 不 变量 . 
4. 若 P = (xi,X2,X3) RP’ = (X1 »X2 ,Xa ) 为 Riemann 球面 上 的 两 点 ,证 
Wit P,P RAR LWA RPP’ AMKA 


八 l- xX - X2X2" 一 X3X3 
d(P,P ) = 2arctan 1+ xixi +X2X2 + X3X3 ᾿ 
车 zz’ 为 P,P 的 球面 投影 的 对 应 的 点 ,利用 (1.5) 式 , 这 又 等 于 


yy ςυ z-z’ 
d(z,z) = 2arctan| 2 5| 


并 证 明 其 相应 的 度量 为 
-_4ldz 
(1 +| z |2) 
. 验证 : 哆 氏 度 量 的 曲率 为 0,Poincar€é 度 量 的 曲率 为 一 1, 球 度量 的 曲率 为 1. 
. 验证 Picard 小 定理 对 函数 ez 的 正确 性 . 
.函数 e + 1 的 例外 值 是 什么 ? 
,证 明 coshz 与 sinhz 能 取 所 有 的 复数 值 ， 
. 在 z = 0 点 附近 ,对 函数 ο: 验证 Picard ATH. 


ds? 


O DA 
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附录 Hl 率 


有 关 三 维 欧 氏 空间 中 曲面 的 曲率 的 介绍 ,可 以 在 任何 一 本 大 学 的 微分 几何 的 
教材 中 找到 .这 里 做 一 简单 介绍 备用 .如 已 学 过 ,可 略 去 . 

设 DCER? 为 域 ,(u,v) € D. 若 

r(usv) = (x(usv),y(usv),z(u,v)) € R°, 
E xyz RE u, v ZONER ru Xr, 关 0, 这 里 ,ri ,rT Pala Mu, 
ν 的 偏 导 数 .于 是 ,S$ = τίῃ) BR? 中 的 一 张 曲面 . u,v) RA SHER. Eu, v) 
ED, 则 ru,v) 为 S$ 上 一 点 P,rs ,了 Ty AMS EP 点 的 切 平面 Tps 的 基 . 曲 面 S 的 
第 一 基本 形式 为 
I = Ε(άῑ)Σ +2Fdudv + G(dv)’ = ds’, 

这 里 ,下 = rm 下 = TryyG Ξ rr 这 表示 微小 回 量 dr = radu +r,dv 
的 长 度 的 平方 . 

BAO: ru + Ausv + Av) 为 P 点 的 一 个 邻近 点 ,于 是 

PO = r(u + Au,v+ Av)-r(u,v) 


=r,Aut+r,Av+ 5 Or (Au)? + 2r,,AuAv + ry(Av)? Jt, 


这 里 ,rw Pav Py 分 别 表示 7 χι 的 二 阶 偏 导数 、r 对 u 与 ”的 二 阶 偏 导数 以 及 r 对 
ν 的 二 阶 偏 导数 .于 是 ,C 点 到 TpS 的 有 向 距离 为 


ὃ = PO “n= Cr (AU)? + 2r,,Audv + rw AV) jter, 


这 里 ,mn = pee] 表示 曲面 $ EP 点 的 法 向 量 ,而 未 写 的 部 分 表示 Au, Av 的 . 


lr. Xr, 
高 阶 项 . 取 26 的 主要 部 分 为 曲面 $ 的 第 二 基本 形式 : 
I = L(du)? + 2Mdudv + N(dv)?, 
这 里 
Tu “Ty XT, 


Tu "Γι XT, N= fw "Πω XT, 
Tw Py XT, - Fw t Tu XT, 
lr. Xr, | 


lr, Xr, | Ira X ry] | 
HPF r.. n= 0,r,。n = 0, 两 边 分 别 对 u,v 求 导 , 便 可 得 到 
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L= 


9 Μ = 


ως ΟΟΟΟΟΟΟΟΟΟΟΟΟΟΟΟ ΜΑ 曲率 


Tu Ntra tn, Ξ 0. fwrentrrn, Ξ 0, 
ryt Π Ἑ Εν. πι =0, ryentryen, = 0. 

由 此 可 得 Π -- dr，dn. 第 二 基本 形式 描述 了 曲面 在 P 点 附近 弯曲 的 状况 . 

重要 的 是 : I 5 都 是 几何 不 变量 , 即 曲 面 S 如 果 用 另 一 组 参数 (ww,v)€ D 
来 表示 , 则 工 ΕΠ 是 不 变 的 . 曲线 论 的 基本 定理 是 :任何 可 微 函 数 f(x) > 0 A 
g(x) 可 以 分 别 作为 曲率 和 挠 率 , 在 给 定 的 初始 条 件 下 ,确定 唯一 的 一 条 曲线 . 而 在 
曲面 论 中 , 任 给 六 个 函数 ,如 果 满 足 一 定 条 件 (Gauss 方程 与 Codazzi 方程 ) ,那么 以 
这 六 个 函数 分 别 作 为 第 一 和 第 二 基本 形式 的 曲面 一 定 存在 , 除 空间 的 一 个 运动 外 ， 
是 唯一 的 .这 是 曲面 论 的 基本 定理 . 

若 r = τίο) 为 以 弧 长 为 参数 且 过 PP 点 的 在 曲面 $ 上 的 一 条 曲线 C, 则 

Τ(5) = 于 Ξ ry Ge +r, & 
为 曲面 5$ 上 P 点 的 单位 切 向 量 ΠΠ 
ο ο 
为 与 TC(s) 相 垂直 的 法 向 量 , 这 里 ,R 为 $ 在 点 已 的 某 一 切 向 量 , 若 NG) 为 曲线 C 
在 已 点 的 单位 法 向 量 , 则 TC) = kN(s). 于 是 称 
kn KN 了 三 Tu (4y + 2ry du σ 十 r (2Y 
为 曲线 C 在 P 点 的 法 曲率 ,这 里 ,n 为 曲面 3 在 P 点 的 单位 法 向 量 .显然 
κ. = Ldu? + 2Mdudv + Ndv? 
7 Edu? + 2Fdudv + Gdv?’ 
即 第 二 基本 形式 与 第 一 基本 形式 之 商 .k; 与 方向 du ,dy ER. IE Κι PIIRE OR 
大 值 或 极 小 值 ) 的 方向 称 为 曲面 在 该 点 的 主 方向 ,k。 在 主 方向 取得 的 极 值 称 为 曲 
面 在 该 点 的 主 曲率 .一般 地 ,在 曲面 的 任何 一 点 可 以 定义 两 种 曲率 ,一 种 叫 Gauss 
曲率 (也 叫 总 曲率 ) 天 , 即 两 个 主 曲率 的 乘积 ; 舅 一 种 叫 平均 曲率 右 , 即 两 个 主 曲率 
的 算术 平均 值 .现在 来 计算 这 两 个 曲率 . 
ας 是 正定 方 阵 .可 以 证 明 ， 
Ε r- ( M 

F G M N 


(1) det (a ))= 0 有 两 个 实 根 λι»λο; 


(2) Har 5 ja, 则 存在 4 = H oe 


U21 az 
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| 
A2 


BOL HA’ 表示 A WHE. 
记 (dz ,dy) = (du,dv)A 1!, 则 


k = UUT? + ady? 
"dm? + (dv? ` 


Αλ = max(àisàz) à = min(A;,A2) Ill 
o= 5 (my? -. (dv)? 
kn = AQ πμ AA? apes Cae 
WZWy2 2 
=a + i-a) (du) +G- A) (dv) 


(du)? + (dv)? “απ + (dv)? 
AIAS ka SA HERA E du ,dy 都 成 立 . 而 可 以 证 明 , 的 确 存在 方向 ,以 jl,)s 
为 法 曲率 ,所 以 ,Ai ,hs 为 主 曲 率 .于 是 得 到 K = λιλενΗ = Ae ΕΙ) 即 得 
_ LN- M? 1 , GL - 2FM + EN 
EG - F’ 2 EG - F? Ἢ 
MEA = λε 时 ,可 证 上 式 依然 成 立 . 
在 微分 几何 中 ,曲率 是 最 为 重要 的 讨论 对 象 ,尤其 是 Gauss 曲率 . 如 果 说 到 曲 
率 , 一 般 指 的 是 Gauss 曲率 . 
现在 来 计算 5 的 第 一 基本 形式 , 即 度量 为 ds? = (du) + (dv)? 时 的 
Gauss 曲率 .此 时 ,E = G = rer =roer, = 02,F = rr = 0. 于 是 
[τι Xr, = (τιν rrr) Cy, ery)? = pt, 


ΒΗ | ra Xr, |= 62. 而 


F uu ° rw F uu ° Γι P uu . ry 


LN = ο ryt rw p? 0 ， 
ry * Pw 0 p? 
Toot Των Tu? Pu Pu Ἐν 
M =h Tut Tuy P 0 
Fyt Pw 0 p 
Hi rue Fu = ryer, = sru ry = O FRR u,v RT, ΠΊ8 
Γι “Γι = Pus Γιν "Γι = Prs Γιν * Ty = us 
Γνν » Ty = P,» Γι ° Ty =— PPs, Tw* Tu = Peas 


rm 


ΙΟΟΟΟΟΟΟΟΟΟΟΟΟΟΟΟΟ 附录 
ory) = Fay t Ἐν + Put Pw Ξ- Oy? — ws 


一 = 2 
ay tw the) = Puw Fy ἜΓιν " Fw . Pu + PR uns 


由 此 可 得 


ww 一 er -- (p,? + ον”) — PAP. 
将 这 些 结果 代 和 人 LN 及 M? 的 行列 式 表 达 式 中 , 即 得 


Tia ® Tw Pou 一 PP, Γιν”"Γιν (ον Pu 
LN- M =) μι ϱ' 0 τὰ eo» @ 0 
PP» 0 ρ᾽ Pps 0 e 


Pin * Py + Pu? + Oy? — rye Των + Pu? + PY? 
οι” + Py? — PAP. 
而 EG - Ε’ = 0. 因 此 ,Gauss 曲率 此 时 为 


Oy, Ἔρν Δρ 1 
ρ΄ = Ane. 
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6.1 5ἱ 言 


在 本 书 的 最 后 一 章 讲 一 点 点 多 复 变 数 函 数 , 是 为 了 让 读者 看 到 单 复 变 数 函 数 
论 与 多 复 变 数 函 数论 之 间 的 一 些 根 本 差别 ,从 而 达到 对 单 复 变 数 函 数论 有 更 深入 
一 步 理解 的 目的 . 

如 同 其 他 的 数学 理论 那样 ,从 一 维 推广 到 高 维 ,其 中 一 部 分 是 可 以 没有 多 大 困 
难 平行 推广 过 去 的 ,还 有 一 部 分 是 在 高 维 情形 下 所 特有 的 ,在 一 维 情形 下 是 没有 
的 ,而 后 一 部 分 往往 是 要 着 重 讨论 的 . 

多 复 变数 函数 论 的 研究 如 同 单 复 变 数 函 数论 的 研究 那样 ,已 有 很 长 的 历史 .20 
世纪 开始 前 后 ,多 复 变 数 的 两 个 重要 定理 的 发 现 , 掀 开 了 多 复 变 数 函 数论 发 展 的 绕 
新 的 一 页 ,这 两 个 定理 是 Poincaré 定理 及 Hartogs 定理 . Poincaré 定理 说 :不 存在 
双全 纯 映 射 将 C" Cn 2) 中 的 单位 球 映 为 多 圆柱 ,这 里 ,z = (zl,zz，…zn) Ε 
C" ,单位 球 定义 为 B(0,1) = {z € C” | | z |t +| zr]? 之 1), 多 圆柱 定义 为 
Ρ" (0,1) = {z € C || zi [<1 | za | 过 1). 映 射 f(2z) = AiG). fees 
f(z)) 称 为 在 域 (连通 开 集 )Q T C* EEA, ARS f(z) G = 1,2,…,n) 在 域 
N 上 是 全 纯 函 数 .函数 8(z) = 8 (zi,zz，…,zn) RATER OCC’ Lea. AE 
任意 n 一 1 个 变数 ,g(z) 是 余下 那个 变数 的 全 纯 函 数 . 全 纯 映 射 称 为 是 双全 纯 的 
(biholomorphic) ,如 果 映 射 是 一 一 的 , 且 映 上 , 且 广 : 也 是 全 纯 的 (最 后 一 个 要 求 是 
多 余 的 ,但 证 明 复杂 ). Poincaré 定理 说 ,在 高 维 ( 维 数 2) 的 情形 下 ,第 4 章 中 的 
Riemann 映射 定理 是 不 成 立 的 .Hartogs 定理 说 :在 C"(n 32) 中 存在 这 样 的 区 
域 , 当 函数 在 该 区 域 上 全 纯 时 ,一 定 在 一 个 比 它 更 大 一 些 的 区 域 上 全 纯 . 也 就 是 说 ， 
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E C" (n 之 2) 中 存在 这 样 的 区 域 , 如 函数 在 该 区 域 上 全 纯 ,一 定 可 以 全 纯 开拓 到 一 
个 更 大 一 些 的 区 域 上 去 .这 个 现象 在 单 复 变数 时 是 不 存在 的 ,由 Hartogs 定理 立即 
产生 一 个 根本 性 的 问题 :我 们 应 该 在 怎样 的 区 域 上 讨论 函数 论 ? 

经 过 两 百 多 年 的 努力 , 单 复 变 数 函 数论 已 经 成 熟 ,而 人 们 对 多 复 变 数 函 数论 的 
了 解 只 是 开始 . 

在 这 一 章 中 , 先 叙 述 一 些 可 以 从 单 复 变 数 函 数论 并 不 困难 地 推广 到 多 复 变数 
函数 论 的 结果 ,然后 来 证 明 Poincaré 定理 及 Hartogs 定理 ,以 作为 对 多 复 变数 函数 
论 进行 理解 的 敲门砖 . 为 简单 起 见 , 这 里 只 讨论 两 个 复 变 数 的 情形 , 即 在 C? = C x 
C 中 讨论 ,而 对 Hartogs 定理 也 只 是 在 特殊 情形 下 证 明 . 

以 下 的 这 些 定 理 只 叙述 结果 而 不 证 明 , 其 证 明 的 方法 与 单 复 变 数 的 情形 是 相 
仿 的 ,读者 可 参照 单 复 变数 的 相应 定理 的 证 明 来 证 明 这 些 定理 . 
定理 1(Cauchy RIAR) Bw = (wi,w) € C*,r >0,D*(wyr) = 
{z= (asm € Œ || z= νι <r, | zz w |< r) AA w 为 中 心 .以 7 为 
半径 的 双 圆 柱 , 若 f(z) E D?C wor) 上 全 纯 , 则 


-..1 {(ξι, 2) 
fz) = ΠΡ (δι - 21), 一 zd db (1.1) 


对 任意 的 z € D2(w,r) 都 成 立 . 

这 只 要 应 用 两 次 单 复 变 数 全 纯 函 数 的 Cauchy 积分 公式 即 可 得 到 . 

如 同 单 复 变数 的 情形 一 样 , 由 (1.1) 式 立 即 得 到 f(z) 的 任意 次 偏 导 数 都 存在 ， 
AA 


( 9 ο 一 ΠΚ fbi, $2) ἀζιάξδ,, 


az ΘΖ» E (2ri)? pe | wo» (δι 一 Σι} (6, 一 Z2) 41 


这 里 ,j,k 为 任意 非 负 整数 .由 此 立即 得 到 Cauchy 不 等 式 


[EE 


这 里 ,MM 二 e SUP, If) | ,其 中 = (61,8). 
να 
如 同 单 复 变数 的 情形 一 样 , 如 果 f(z) 在 DDC(w,r) 的 邻 域 上 全 纯 , 则 f(z) 可 
以 展开 成 Taylor 级 数 


162) = > αμίΖι 一 wi)! Czo 一 Wo)*, 
jk=0 
HED w, r) 绝对 一 致 收 伍 ,其 中 


1 (2) (2) row. 
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如 同 单 复 变 数 的 情形 一 样 ,可 以 证 明 

定理 2 ” 若 f(z) 在 域 UCC? 上 全 纯 , 且 在 上 U 中 的 一 个 开 集 上 f(z) 等 于 零 ， 
WW f(z) E U 上 恒 等 于 零 . 

定理 3( 最 大 模 原理 ) UXC 中 的 有 界 域 ,f(z) 在 U 上 全 纯 ,M = 
sup lim | f(z) | SW | F) |< M 对 所 有 z © U 都 成 立 ,除去 f 是 常数 的 情形 . 

z&U 


同样 ,也 有 类 似 于 第 3 章 3.1 PEA 1 的 Weierstrass 定理 . 
- 定理 4(Weierstrass EH) Æ 0 为 C: 中 的 域 ,(f,} AO LSP 
HE 9 中 任 一 紧 致 子 集 上 一 致 收敛 , 则 f = lim f(n) 在 Ω beat, H 


(EY (Z's ea ο (2-)! (2) 'r. 


97ο 
也 可 以 有 类 似 于 第 4 章 4.2 节 定 理 3 的 Montel 定理 . 
定理 5(Montel 定理 ) AF= (f) HAT C EREZA, HFE M > 
0, 使 得 | f(z) |< M 对 所 有 z E nf EZ 都 成 立 , 则 多 中 任 一 序列 {f,) 一 定 有 子 
序列 在 Ω 中 任 一 紧 致 子 集 上 一 致 收敛 , 即 9 为 一 正规 族 . 


6.2 Cartan Œ ΠΒ 


在 第 2 章 2.5 节 中 我 们 定 出 了 单位 圆 上 的 全 纯 自 同 构 群 ,现在 要 来 定 出 C? 中 
的 单位 球 及 双 圆 柱 上 的 全 纯 自 同 构 群 ,并 借 此 来 证 明 Poincaré 定理 . 

回顾 在 定 出 单位 加 上 的 全 纯 自 同 构 群 时 ,主要 是 应 用 了 Schwarz 引 理 .在 多 复 
变数 的 情形 ,我们 要 应 用 推广 了 的 Schwarz 引 理 ,在 这 里 是 Cartan 的 两 条 定理 . 

定理 6(Cartan 定理 ) # UC C? 为 有 界 域 ,P E UES = fis fe) 为 全 纯 
映射 ,将 口 映 入 到 U, 且 ff(P) = P,Jy(P) = [1, 则 f(z) =z, KB DNS 
z 点 的 Jacobi 矩阵 , 即 . 
əf af 


σι 972 


Of2 οἱ: 


zl 92 


了 为 单位 方 阵 , 即 
。146 。 
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下 


证 明 不妨 设 P = 0, 用 反 证 法 . 如 果 定 理 不 成 立 , 则 f(z) 在 0 点 可 以 展开 成 
.Taylor 级 数 
[(Ζι»212} = Z+ An(z) +e, 
XE, AnCz) = (AP) AP (2)) 为 第 一 个 出 现 不 为 0 的 项 , APC) AP (2) 
Ἢ πι (πι 25 29) 次 齐 次 多 项 式 . 
wf Ξ ΕΞ ΕΟΓ fi =f of 352). FÈ 
f(z)= z+ Amz) +e, 
fe C2) = flz) + An fz to 
= Z+ An(z) + Anz) +> 
= z+2Amn(z) ter, 
fiz) = z+ ΙΑ Cz) to. (2.1) 
由 于 U EARR., H U RARU xe EE SC Montel Æ, (f) 为 正规 族 . 即 有 
FITIK), ji > o 时 ,ff 一 下 .由 定理 4(Weierstrass ΕΒΕ), Ρ! 的 m 阶 导数 
在 0 点 的 值 收敛 到 FF 的 m 阶 导数 在 0 点 的 值 .由 (C2.1) 式 ,fii 的 m 阶 导数 在 0 点 的 
值 当 广 一 9ο 时 是 趋 于 = 的 . 另 一 方面 ,F 的 m 阶 导 数 在 0 点 的 值 不 可 能 为 %w ,由 
此 得 到 矛盾 . 故 An (z) 三 0 必须 在 U 上 成 立 , 即 f(z) =z. 
这 条 Cartan 定理 ,在 单 复 变 数 的 情形 U 为 单位 圆 忆 时 成 为 : 若 全 纯 画 数 f(z) 
将 DD 映 入 到 DD,f(0〉= 0, 了 (0) = 1,0 f(z) = z, Bll Schwarz 引 理 等 号 成 立 的 那 
下 面 来 叙述 并 证 明 另 一 条 Cartan 定理 . 
UCC 为 域 , 称 此 域 为 圆 型 域 (circular domain) , 若 对 任 - 一 点 (zi ,zz) € 
已 ,以 及 任意 的 复数 μ, | # <1, We (uz ,Hz22) E U. | 
定理 7(Cartan Æ) Æ UC C HARM, 为 将 U 映 到 上 U 自身 的 双全 
纯 映 射 , 且 A(O = 0, 则 为 线性 上 映射, 即 f(z) = zA ,这 里 ,A 为 一 常数 方 阵 . 
WAR 令 9€[0,2xj,Pel(zi,Z2) = (ez, ,elzs) .考虑 映射 8 = P- 。 广 : 56ο 
° f, Wi 


e” 0 . ος 0 
τς «ώς η = 1: 
由 于 8g(z) 将 U 映 入 到 U, 且 8g(0) = 0,/,(0) = 了, 故 由 定理 6,8(z) = z, 此 即 
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}5-0ϱ = Po of. (2.2) 
将 了 在 0 点 附近 展开 成 收敛 的 震级 数 


f(z) = Ὁ) axziiza" = (> ase Z1'Z2* 5 aR zitz" ), 
j,k=0 


j,k=0 j,k=0 


于 是 
py of = (efi, ef) = (Σ, ay ez,/z2*, 了 >， αἵ οἱ tziz"), 
j k=0 
而 
f eea = (> ae (οὔσι)) Cez)", Σ, a Cez) Cez) ) 

j,k=0 
= (> αν ez, izk ， > α eo oz izk |. 
了 大 =0 


由 (2.2) 式 ,比较 系数 , 即 得 除去 j +k = 1 外 所 有 ag = 028013 f(z) 在 0 点 附近 
为 线性 的 . 故 由 定理 2, f(z) 在 整个 上 为 线性 的 . 

这 条 Cartan 定理 ,在 单 复 变数 的 情形 Ὁ 为 单位 圆 忆 时 成 为 : 若 全 纯 单 叶 函 数 
f(z) 将 DD REID Η 3, Η. [(0) = 0, 则 f(z) = ez. 

有 了 这 两 条 Cartan 定理 , 就 可 以 定 出 C ?中 的 单位 球 及 双 圆 柱 上 的 全 纯 自 
同 构 群 . 


6.3 ”单位 球 及 双 圆 柱 上 的 全 纯 自 同 构 群 


BUAC 中 的 域 ,如 果 存 在 将 U 上 映 为 自身 的 双全 纯 映 射 1(z), 则 称 此 映射 为 
U 上 的 全 纯 自 同 构 (holomorphic automorphism) 或 双全 纯 自 同 构 (biholomorphic 
automorphism). U 上 所 有 的 全 纯 自 同 构 的 全 体 组 成 一 个 群 ,这 个 群 称 为 U 上 全 纯 
自 同 构 群 (group of holomorphic automorphism) , 记 作 Aut( U). 

定理 8 Aut(Dz(0,1)) 是 由 双全 纯 映 身 


Ζι δι Gi, ze ae) 


w= (ο΄ 一 一 
1 - αιζι 1 — @222 


(3.1) 
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w= (ei Z2 01 Gio, 21 — 42 ) 


(3.2) 

1- dı 22 1- Q2Z1 
的 全 体 所 组 成 的 ,这 里 ,z = (21522) € D? (0,1) 54a) ναι E Ὀ(0.1).6ιἱ.0. E [0,27]. 
WR Æ pC) Ε Aut(D*(0,1)), Η. φί0) = a = (αιναρ). EM ϕ(2) = 


(2 ται Z2- e), R] g ϕφεφ € Aut(D?(0,1)), H g(0) = 0. 由 定理 


l-@z’ 1- αλ Ζ2 


7(Cartan 定理 ) ἈΠ 


giz) = zA = (ει; zd ο) 


Qn az 
= (αιιζι + άριΖο» AZ, + G22Z2). 
ΤΕΕ Aut(D?(0,1)), 故 
| aunzi + anzz |<1, | azı + azz: |<1 


对 任意 (zi,zz) € D?(0,1) ΤΉΝ TES lay | 二 1 (i,j = 1,2). 
k — ... au _ a2 
zk = ((1 ‘Ta? (1 τά η)ερ’ο, 1), 


天 
zx = (ία x) Giz (1 t) az )e D2(0,1), 


| ar | 


| az 
则 
gaz) = (1--ἑ)ο an |+| aa |), * ) E D? (0,1), 
g(27*) = (> ， (1-4) ar | 十 | az De D’ (0,1), 
于 是 
(1 ald an |+| aa D «1, 
(1 τα ax |+| az |) <1. 


让 k > %, 即 得 


| an |+la@nl<1, | aw |+] az |<1. (3.3) 
另 一 方面 
(1 -去 ,ojs D2?(0,1), 
(0, 1-z)e D2(0,1)， 
g(1- 7 0)= ((1-Z)ans (1-ἔ]αι)ε Dz0,D， 
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g(0.1-2)= ((1 Lan, (1 -jez)e D2(0,1)， 
4k œ at, (1 L, 0) 与 (0, 1 1 ) 欧 于 aD*(0,1) , 故 
(aus ar) € 903(0.1), Can, an) E 95300,1), 


于 是 


max{| an |, | an |} =1, max{| an |, | az |}= 1. 
要 (3.3) 式 与 (3.4) 式 同 时 成 立 , 只 有 下 列 两 种 情形 : 


(1) | ai | = l, an = 0,a2 = 0, | an | = 1; 


(2) | ai2 | = 19α1ι 一 0.42 = 0, | a2 |= 1. 


也 就 是 A 只 有 下 列 两 种 情形 : 


aa-(*" ° 
T 0 ον 
0 ei 
(2)4= | . 
ο’; 0 
于 是 得 到 
ei 0 ᾽ 
(1) φ «φ(α) = e| Ὁ e = (zie ,zzeitz ) ; 
或 者 
0 οὔ 
(2) % οφ(2) = ες, 0 |- Cze zje). 


E P = (PiP) MCD 即 是 
(στ Pz 一 a? 
1 -αιφι᾽ 1 - ας φο 


) = (πιο, zoe), 


即 
Φι - 


αι P2 — ae 
1 - ai 


一 16 
一 = 2263. 
1 — @2 Po 


= ze 9 


从 中 解 出 


ig . 
ia, αις “i+ Zi eid, αξς i 十 Ξε) 
5 


πι (e 1+ ae zi 1 + Ge” zz 


而 此 即 为 (3.1) 式 的 形式 . 同样 ,在 (2) 的 情形 ,9 (9.2) 式 的 形式 .证 毕 . 


下 面 要 定 出 单位 球 上 的 全 纯 自 同 构 群 ,可 以 直接 验证 


工 
z-a (-la|?)?z, 
1 - az,’ 1 - az 


pa 21929) = ( Je Aut(B(0,1)), 
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(3.4) 


(3.5) 


ΩΟΟΟΟΩΟΟΟΟΟΟΟΟΟΟΟΟΟ 63 单位 球 及 双 图 柱 上 的 全 纯 自 同 构 群 


这 里 a € C, | a | 二 1. 由 于 


2Z1 一 4 an (1 一 | a [222 7. [2 
1 — az; 1- az 
_ | zi |? — 2Re az, +| a |? τ(1-|α |?) | z |? 
7 |11— az, |? , 
上 式 右边 小 于 等 于 
1-]α|}-2ΒοάΖι {| αἰ 1|α }} | Ζι κ... 
— 2 一 
| 1 - az; | 


HHAH Cz ,zz)E BC(0,1). 故 (3.5) 式 成 立 . πιάλίφι)' = P-a ATT NT E 
U 称 为 酉 方 阵 Cunitary matrix) .# UU’ = 1, 这 里 ,U AU ΦΟΣ. ΜΗ] w = 
zU 称 为 西 旋转 , 记 作 w = Uz). 

定理 9 4 g(z) € Aut(B(0,1)), 生 ϱ(0) = 0, 则 8 为 酉 旋转 , 即 ε(α) = 
zA ,而 A 为 西方 阵 . 

证 明 ”由 于 BC(0,1) 为 圆 型 域 , 故 由 定理 7(Cartan 定理 ) 知 g(z) = 24, 而 8 
将 单位 向 量 映 到 单位 向 量 . 若 


A= (“ ο»), 


Am az 
Cas PB) 为 单位 向 量 , 则 
aD T) = (y,8) 
d21 az 

也 是 单位 向 量 , 而 

Y = ana tanf, 8 = axa + αλβ. 
于 是 

| ana + aaf |? +| ara + anB |? Ξ 1. (3.6) 
RMa=1,8 =0Ra =0,8 = 1, 得 到 


: | an +| ag |? 51, [αι] +] ae | 51. (3.7) 
将 (3.7) 式 代 人 (3.6) 式 , 得 到 . 
Re( (anaa + A242) a8) = 0. 

1 1 1 1 4 
= .β = = —,B = 一 , 风 
H a 万 ee a 万 则 得 


Relanāzn + arag) = 0, 


Im(a@1 2) + araz) = 0, 


所 以 
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41,42 十 012022 = Q. (3.8) 

由 (3.7) 式 和 (3.8) 式 即 得 4 为 酉 方 阵 ， 

定理 10 Aut(B(0,1)) 中 每 个 元 素 均 可 表 为 最 多 两 个 酉 旋转 及 一 个 Pa 的 复 
合 , 即 Aut(B(0,1)) 是 由 酉 旋转 与 9。 及 其 复合 所 组 成 的 . 

WEAR ἯΚΕ Aut(B(0,1)),f0) = a, 则 有 西方 阵 口 ,使 得 aU = (la 1,0). 
作 g(z) = Pia «Ὁ 。f(z), 这 里 , Pa 由 (3.5) 式 所 定义 ,将 (| a | ,0) 映 为 0 点 .于 
是 ,g(z) € Aut(B(0,1)), H 

g0) = Pia eU of(0) = Pla “Ura = 0. 


由 定理 9, 有 
g(z) = 2Υ = V(2), 
KE, V 为 西方 阵 ,于 是 
f(z) = oP αι «νίΖ). 
这 就 证 明了 定理 10. 


6.4 Poincare 定理 


现在 可 以 来 证 明 重 要 的 Poincaré 定理 . 

定理 11( Poincaré 定理 ) ”不 存在 双全 纯 映 射 @ 将 D?(0,1) 映 到 BOD [. 

证 明 ”用 反 证 法 .如 果 存 在 这 样 的 双全 纯 映射 9 将 D>(0,1) 映 为 BC(0,1), 且 
φί0) = a MO = φ, -p 也 是 一 个 双全 纯 映 射 ,将 Ρ7(0,1) BY Β(Ο,1),Β Φ(0) 
= 9。。9(0) = 0, 这 里 ,8。 由 (3.5) RATE. h € Aut(D?(0,1)), 则 

h>@ch e. € Aut(B(0,1)) (4.1) 

建立 起 这 两 个 群 之 间 的 同 构 . ΕΓ (Ααι( Ρ2(0»1}}}ο 与 (Aut《(B(0,1)))o 分 别 表示 
Aut(D?(0,1)) 与 Aut(B(0,1)) 的 包含 有 单位 元 的 分 支 , 于 是 (4.1) 式 建立 起 了 
(Aut(D?(0,1)))o 与 (Aut(B(C0,1))) 之 间 的 同 构 ,特别 取 在 其 中 使 原点 不 变 的 子 
群 ,分 别 记 作 Auto (D?(0,1)) 与 Auto(B(0,1)), 则 (4.1) 式 建立 起 了 这 两 个 子 群 之 
间 的 群 同 构 . 

由 定理 8. Aut,(D?(0,1)) 是 由 所 有 的 双全 纯 上 映射 w = Ce z ez) = 
τιν Onoda 为 实数 ) 组 成 的 ， 也 就 是 这 个 群 由 所 有 的 
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ei 0 
{ | 0 οὐ | μεν 


由 定理 10, Aut,(B(0,1)) 由 所 有 的 双全 纯 映 射 
w = αν 
由 所 有 的 w = ΖΧ 组 成 ,这 里 ,站 为 西方 阵 . 也 就 是 这 个 群 由 所 有 的 西方 阵 所 组 成 ， 
即 为 西 群 . 
如 果 存 在 双全 纯 映 射 将 D2z(0,1) BRB BOLD, Wea (4.1) 式 建立 起 


Aut (D? (0,1)) 到 AutoCB(0,1D) ο... 5 a |, | 与 本 用 相同 构 ,但 


这 是 不 可 能 的 ， 因为 群 H ” |, 上 Abel 群 , 即 可 交换 群 ,而 丁 群 不 是 Abel 群 ， 


于 是 得 矛盾 . 故 这 样 的 双全 纯 映 射 Φ 是 不 存在 的 ,这 就 证 明了 Poincaré 定理 . 

第 4 章 中 的 Riemann 映射 定理 说 :对 任 一 边界 点 至 少 有 两 点 的 单 连通 区 域 0， 
一 定 存在 一 个 全 纯 单 叶 函 数 将 Ω 映 为 单位 圆 , 即 两 个 区 域 如 拓扑 等 价 ,一定 导出 全 
纯 等 价 . Poincaré 定理 说 :C"(n > 2) 时 ,这 是 不 对 的 , 即 两 个 区 域 是 拓扑 等 价 的 未 
必 导 出 全 纯 等 价 . 于 是 就 引出 了 Ο" 中 区 域 的 分 类 问题 , 即 如 果 两 个 区 域 拓扑 等 价 ， 
什么 时 候 全 纯 等 价 ?这 个 问题 距离 解决 还 很 远 .已 经 知道 : 任 给 两 个 拓扑 等 价 的 区 
域 是 全 纯 等 价 的 概率 为 零 , 即 几乎 所 有 拓扑 等 价 的 域 相互 都 不 全 纯 等 价 . 

这 里 反 过 来 看 出 第 4 章 中 的 Riemann 映射 定理 是 一 个 非常 深刻 的 定理 ,这 个 
定理 只 在 一 维 时 才 成 立 ,由 此 出 发 可 以 得 到 只 有 在 一 维 情形 下 成 立 的 一 系列 深刻 
HEH. 


6.5 Hartogs 定理 


在 单 复 变数 的 情形 , 若 Q 为 C 中 的 域 ,a Ε C\Q ,那么 一 定 存在 一 个 在 Q 上 的 
全 纯 函数 /使 得 这 个 函数 不 可 能 解析 开拓 到 a 点 .这 是 容易 做 到 的 ,例如 取 f(z) 


= 4 即 可 .但 是 到 了 多 复 变数 情形 ,这 件 事 就 不 成 立 ,这 种 现象 称 为 Hartogs 现 
象 (Hartogs phenomenon) .一 般 的 Hartogs 定理 可 叙述 如 下 . 
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定理 12( Hartogs 定理 ) ως ο" (12229) 为 域 ,K 为 0 中 的 紧 致 子 集 , 且 
Q\K 为 连通 的 . 若 /为 从 天 上 的 全 纯 函 数 , 则 存在 一 个 在 2 上 的 全 纯 函 数 已 ,使 得 
下 在 O \K ΓΕ}. . 

EME. WRAEK 上 全 纯 , 一 定 可 以 全 纯 开拓 到 Ω 上 去 . 

这 里 不 给 出 这 个 定理 的 证 明 , 只 是 在 一 些 特殊 情形 下 来 证 明 Hartogs 定理 . 

若 RAC? 中 的 一 个 域 ,R 称 为 一 个 Reinhardt 域 , 若 z = (ziz) E€ R 导出 
(ea zie z2) ER 民 对 任意 实数 0 ,0: 都 成 立 . 

定理 13 GR AC 中 的 一 个 Reinhardt 域 ,f(z) 为 R 上 的 全 纯 函 数 , 则 了 在 
R 上 可 以 展开 成 Laurent 级 数 

Σ αμζι 221 (5.1) 


ΕΕ 


这 个 级 数 在 R 中 任 一 紧 臻 子 集 上 一 致 收敛 到 f, 且 这 样 的 级 数 展开 式 是 唯一 的 . 
证 明 ”人 先 证 唯一 性 . 取 w = (wiw) E Κ.Η wi 关 0, ws 关 0. 因 级 数 (5.1) 

E R 中 任 一 紧 致 子 集 上 一 致 收敛 , 令 σι = mwieia ,za = wze%, 则 (zi1,zz) E Ro 

onL Sn, -nS h: S nht, WAC») Æ R 中 的 一 个 紧 致 子 集 .于 是 


W, Íw * fx [π ， , ΠΡ 
Qn? | | f(wie™ wae2)e HW do doz, 
τπν-π 


即 所 有 的 ax 由 f 所 唯一 确定 . 
再 证 级 数 ( 5.1) 的 存在 性 . 
首先 可 以 看 出 : 若 f(z) 在 


Ω Ξ (ze Cc | ri <| Ζι I< Rir <| 22 I< Κε] 


上 全 纯 , 则 可 以 两 次 应 用 单 复 变数 函数 的 Laurent 展开 , 得 到 f(z) 在 Q 上 的 
Laurent 展开 式 


ak = 


5 biziz“, 
ΠΈΣ, 
AE 2 中 任 一 紧 致 子 集 上 一 致 收敛 . 
若 w = Cwis We) Ε R , 则 可 取 E 充分 地 小 ,使 得 
QWs) = [ze c? || wi l—e</ z [<] wm +e, | w |- e<] Ζα |<| w |+ e 
S&R, 
这 是 能 做 到 的 .于 是 ,f(z) 在 Ωένν,ε) 上 有 Laurent 展开 式 
f= Ὁ) ακ(νν)σισε (z Ω(ν,ε)), 


jsk=—% 
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HE w 的 一 个 邻 域 中 一 致 收敛 于 三 
Fw © QCw,e), 而 f(z) 在 w 点 有 Laurent 展开 式 
Σ aj Cw ) ziz" » 
由 Laurent 展开 式 的 唯一 Ear (w ) = apn (w) ERE ay Cw) ÆR 中 局 部 为 常 
数 .由 于 R 为 连通 的 , 故 ax(w) = αμ 是 一 个 不 依赖 于 w 的 常数 .于 是 ,f(z) 在 R 
中 有 Laurent 展开 式 


>. QjkZ1 2Z2*, 

旦 在 任 一 点 z © R 的 邻 域 中 一 ΕΚ, HE R 中 任 一 紧 致 子 集 上 一 致 收敛 . 定 
理 证 毕 . 

由 定理 13 即 可 导出 

定理 14 若 R 为 C? 中 的 一 个 Reinhardt 域 ,在 R 中 存在 这 样 的 点 , 既 含有 第 
一 个 坐标 为 0 的 点 ,也 含有 第 二 个 坐标 为 0 的 点 , 即 有 点 z = (zi,zz), 或 者 zl = 0， 
或 者 z = 0, 那 么 在 R 上 全 纯 的 函数 fz) 一定 可 以 在 R 中 有 展开 式 

f(z) = 》 αμαύζιν, (5.2) 

HE Κ 的 任意 紧 致 子 集 上 级 数 一 致 收敛 . 

证 明 ”由 定理 13,f(z) 可 以 有 展开 式 (5.1), 由 于 R 中 有 (0,zs) 这 样 的 点 ,所 
以 在 展开 式 (5.1) 中 所 有 j KOM aj 全 为 零 ,否则 展开 式 (5.1) 不 可 能 在 (0,z2) 的 
邻 域 中 一 致 收敛 .同样 ,由 于 在 R 中 存在 (zi ,0) 这 样 的 点 ,所 以 在 展开 式 (5.1) 中 
所 有 二 0 的 ax 全 为 零 . 于 是 定理 获得 证 明 . 

定理 15( Reinhardt 域 上 的 Hartogs 定理 ) AR AC? PH Reinhardt Ἐξ, H. 
ER 中 存在 这 样 的 点 ,其 第 一 个 坐标 为 0 或 者 第 二 个 坐标 为 0, 即 z, = 0 或 zz = 0， 
于 是 任意 在 R 上 全 纯 的 函数 f(z) 一 定 可 以 全 纯 开 拓 到 民 = {(p1z1,0222) € C? 
[0ςρις1,0ςίρες 1, (ζι,29) ER), 即 在 R 上 存在 一 个 全 纯 函 数 下 ,使 得 
4zERNF = f. 

定理 的 证 明 是 显然 的 .由 于 f(z) 在 R 中 可 以 展开 成 级 数 (5.2), 对 任意 z E€ 
R ,级 数 (5.2) 在 z 的 邻 域 中 是 一 致 收 钱 的 , 若 (P1zi ,P22z2) Ε R', 于 是 

2, x1! 02*zy!z2* 

是 收敛 的 ,因此 级 数 (5.2) το” 的 邻 域 中 是 一 致 收敛 的 . 记 其 收敛 的 函 
BON 下, 这 就 是 我 们 所 要 的 Ε. 

下 面 立即 可 以 举 出 具体 的 例子 来 说 明 Hartogs 现象 . 
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5 BOD = {z= (zsz) € C| r<| zi +| 2; |} -«1). w 
B, (0,1) 为 一 个 Reinhardt 域 ,这 里 ,0 < r <1. PA, WR f(z) Æ Β.60.1) 上 全 
纯 , 那 么 一 定 可 以 全 纯 开拓 到 B(0,1) = {z = (zyzz) € C? || z |? +] z P< 
1) , 即 开拓 到 单位 球 上 . 

以 上 讨论 了 Reinhardt 域 上 的 Hartogs 定理 .由 于 在 多 复 变 数 中 有 Hartogs 定 
理 ,那么 怎样 的 域 才 是 我 们 该 讨论 的 ?粗略 地 讲 , 应 该 讨论 那些 没有 Hartogs 现象 
的 域 ,这 类 域 称 为 全 纯 域 (domain of holomorphy). 对 全 纯 域 的 研究 是 20 世纪 多 
复 变数 函数 论 研究 的 最 主要 的 主题 之 一 , 有 兴趣 的 读者 可 参阅 有 关 多 复 变 数 函 数 

论 的 书 ,例如 S. G. Krantz!) 和 R. Narasimhan”!. 

这 一 章 的 讨论 是 在 C?* 中 进行 的 ,不 难看 出 ， 这 些 结果 都 可 以 无 困难 地 推广 到 

ο” 中 去 . 
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